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Las fuerzas. Leyes de la Dindmica

1. La fuerza como interaccion

En Cinematica hemos estudiado el movimiento de los cuerpos sin preguntarnos
sobre las causas que lo originan. En este tema discutiremos esas causas y la rela-
cion entre ellas y el movimiento que originan, campo que se denomina Dindmica.

El enfoque de la Dindmica que vamos a considerar (junto con la Cinematica) reci-
be el nombre de Mecdnica Cldsica y fue desarrollada por Newton en el siglo XVII.
En el siglo XX, nuevas teorias (Relatividad Especial y General y Mecdnica Cudntica)
han descubierto ciertas areas alejadas de nuestra experiencia diaria en las que la
Mecdnica Cldsica no es satisfactoria. Sin tener que recurrir a estas teorias pode-
mos construir rascacielos y aviones, enviar naves al espacio y muchas otras cosas
mas. De todo esto trata la Mecdnica Clasica.

Consideremos un cuerpo particular en movimiento. La experiencia prueba que la
presencia de otros cuerpos de su entorno puede modificar su velocidad comuni-
candole una aceleracion; se dice entonces que se ha producido una interaccion
sobre el citado cuerpo. La expresion cuantitativa de la interaccion que sufre (esto
es, su medida) es lo que denominamos fuerza.

En la Naturaleza se conocen cuatro interacciones diferentes que reciben el nom-
bre de fundamentales:

®  Gravitatoria, es la mas débil de todas aunque es la que rige el movimien-
to de los astros. La propiedad responsable de la misma es la masa de los
cuerpos y su intensidad varia con el inverso del cuadrado de la distancia.

= Electromagnética, es mas intensa que la gravitatoria pero menos que las
otras dos. Es una consecuencia de la naturaleza eléctrica de la materia,
pues la propiedad que la causa es la carga eléctrica y también varia con el
inverso del cuadrado de la distancia. Es la responsable de la estabilidad de
los 4tomos y de la mayoria de los fenédmenos que observamos en la Tie-
rra. Por ejemplo, las fuerzas de rozamiento o la que ejerce un futbolista
cuando golpea a un baldn son de origen electromagnético.

=  Nuclear débil, tiene lugar sélo en el interior del atomo. Es la responsable
de la emision de radiacion beta (electrones) por parte de nucleos atomi-
cos radiactivos.

®  Nuclear fuerte, es la mas intensa de todas. Garantiza la estabilidad de los
nucleos atémicos, ya que actua entre protones y neutrones manteniéndo-
los unidos.

El problema basico de la Mecanica es el siguiente:

e Se nos da un cuerpo cuyas caracteristicas (masa, volumen, carga eléctrica, etc)
conocemos.

e Situamos al cuerpo en una posicidn inicial conocida y con una velocidad inicial
también conocida, en un entorno que interaccione con él del que tenemos
una descripcidon completa.

e :Qué movimiento llevara el cuerpo?

Este problema fue resuelto por Isaac Newton (1642-1727) para una gran variedad
de entornos cuando formulé las Leyes del Movimiento y la de la Gravitacion Uni-
versal.
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Para resolver el problema necesitamos conocer las leyes de las fuerzas; es decir,
relaciones que permiten calcular las fuerzas en funcion de las propiedades del
cuerpo y del medio. Una vez conocidas, la teoria de la Mecanica clasica permite
determinar el movimiento del cuerpo.

Hay que subrayar que las leyes de Newton son sélo la base de la Dindmica. La teo-
ria es amplia y compleja; en ella se definen muchas magnitudes (momento lineal,
trabajo y energia cinética son algunos ejemplos) y se establecen relaciones entre
ellas. En nuestro estudio nos conformaremos con conocer las magnitudes mas im-
portantes y, a partir de ellas y de sus relaciones, obtener informacién de los mo-
vimientos de cuerpos sometidos a fuerzas en casos muy sencillos.

En el estudio de la Dindmica, igual que en Cinematica, consideramos a los cuerpos
como particulas, lo que significa que las fuerzas que actdan sobre un objeto parti-
cular se pueden localizar en un mismo punto. Al hacer esto estamos ignorando el
posible movimiento de rotacidn, lo que supone una simplificacion de su movi-
miento. Sin embargo, cuando el cuerpo no lleva asociado ningin movimiento de
rotacién o cuando sélo nos interesa su movimiento global, los resultados son sa-
tisfactorios.

El concepto de particula no es mdas que una aproximacion simplificada de la reali-
dad; esto es, un modelo Util que permite aplicar las leyes del movimiento de un
modo sencillo y, de ese modo, construir una teoria.

2. Las fuerzas y su medida. Caracter vectorial de las fuerzas

El curso pasado se definié fuerza como toda causa capaz de alterar el estado de
reposo o de movimiento de un cuerpo o de producir en él una deformacion.

Esto es coherente con el concepto de interaccidn, ya que modificar el estado de
reposo o de movimiento es cambiar la velocidad y deformar un cuerpo, que supo-
nemos en reposo, es hacer que unas partes del mismo se muevan respecto a
otras. Sin embargo, la definicidn anterior no se puede considerar cientifica porque
no indica cdmo se mide la fuerza.

Para que la definiciéon de una magnitud sea fisicamente valida es necesario que in-
dique directa o indirectamente la forma de medirla.

Las deformaciones que las fuerzas producen en los cuerpos elasticos, tales como
muelles y resortes, nos van a permitir la medida de las mismas.

(b)

(c)

Si colgamos un cuerpo de un muelle, como refleja la figura (a), éste se alarga una
cantidad AL como consecuencia de la fuerza F que el cuerpo ejerce sobre él. Col-
guemos a continuacién dos cuerpos iguales al anterior y luego tres, tal como se ve
en las figuras (b) y (c). Los resultados del experimento muestran que en el primer
caso el muelle se estira una longitud 2AL y en el segundo 3AL. Si, como parece ra-
zonable, la fuerza que ejercen los dos cuerpos es el doble que la de uno solo y la
que ejercen los tres es triple, tenemos que,

F _2F 3F _

AL 2AL BAL
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donde k es la constante de proporcionalidad® (distinta para cada muelle), que se
conoce como constante eldstica. Por lo tanto, concluimos que la fuerza ejercida
sobre el muelle es directamente proporcional a la deformacion del mismo, lo que
se conoce como ley de Hooke?. Para expresarla matematicamente solo hay despe-
jar F de la ecuacién anterior,
F=kAL

La ley de Hooke permite medir fuerzas. En efecto, si ejercemos una fuerza sobre
un muelle que lo alargue, por ejemplo, 1 cm y la elegimos como unidad, entonces
una fuerza que lo estire 2 cm sera el doble de la unidad, otra que lo haga 3 cm
serd el triple la unidad y asi sucesivamente. Un muelle calibrado de este modo, co-
mo el de la figura, recibe el nombre de dinamometro.

Una forma vdlida de definir una magnitud es indicar directamente cémo se mide,
lo que se denomina definicion operacional.

Puesto que los cuerpos elasticos permiten la medida directa de las fuerzas (asig-
nando una fuerza unidad a una deformacion especifica) y hemos indicado cémo
hacerlo; lo que hemos hecho ha sido dar una definicidn operacional de fuerza.

Las fuerzas son magnitudes cuyos sus efectos dependen de su intensidad®, direc-
cién, sentido y punto de aplicacién®; por lo tanto, en principio, se trata de una
magnitud vectorial y podria representarse por un vector. Sin embargo, esto no es
suficiente para considerarlas magnitudes vectoriales; es necesario ademds que
cumplan la ley de la suma de vectores. Para saberlo hemos de recurrir al experi-
mento: supongamos un cuerpo sometido a dos fuerzas perpendiculares ﬁl y F;
de intensidades 3 y 4 unidades, tal y como muestra la figura. Para que la fuerza
pueda representarse por un vector, es necesario que la resultante de ﬁl y F; esté
representada por el vector suma (ver figura); esto es, que tenga una intensidad de
5 u y que la orientacién sea la indicada por el vector. El resultado de este experi-
mento, y de otros muchos, muestra que esto es realmente asi; por lo tanto, las
fuerzas son magnitudes vectoriales.

3. Leyes de Newton

Como ya se ha mencionado, la Dindmica se fundamenta en tres principios funda-
mentales que reciben el nombre de leyes de Newton, ya que fue Isaac Newton
quien, en el siglo XVII, las formuld. La primera tiene que ver con los sistemas de
referencia, la segunda relaciona las fuerzas con los movimientos y la tercera da
cuenta de que las fuerzas actian siempre por parejas.

1 . . . .
Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando el cociente entre ambas es constante.

% la ley enunciada asi es incompleta porque no indica el sentido de la fuerza. En el punto 5 enuncia-
remos la ley completa.

*por lo general, la cantidad de una magnitud se suele denominar simplemente magnitud. Sin embar-
go, en el caso particular de las fuerzas esto no es asi; la cantidad de una fuerza recibe el nombre de
intensidad.

*En realidad recta de aplicacién pues el efecto de una fuerza sobre un cuerpo es el mismo sea el que
sea su punto de aplicacién, siempre que se ubique en la recta de aplicacién de la fuerza. Por tanto,
las fuerzas se representan por vectores deslizantes.
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3.1. Primera: Ley de inercia

Se dice que un cuerpo esta aislado cuando no estd sometido a ninguna interac-
cion. En la practica es muy dificil que esto suceda, ya que la interaccion gravitato-
ria siempre esta presente en todos los cuerpos situados en la Tierra. Sin embargo,
puede ocurrir que un cuerpo esté sometido a varias interacciones de modo que
sus efectos se cancelen vy, en la practica, el objeto se comporte como si estuviera
aislado. Un ejemplo sencillo es el de un cuerpo situado en un plano horizontal; la
interaccion gravitatoria es contrarrestada por la reaccion del plano, lo que hace
que podamos considerarlo aislado.

Supongamos un cuerpo en reposo en un plano horizontal sometido sdlo a la inter-
accién gravitatoria (peso) y a la reaccién del plano, como se ve en la figura. Si
ejercemos una fuerza sobre él (dandole un empujén, por ejemplo), el cuerpo se
pone en movimiento rectilineo con una determinada velocidad que poco a poco
va disminuyendo hasta que se detiene completamente. Apoyados en experiencias
de este tipo, la mayoria de los filésofos anteriores a Galileo y Newton pensaban
gue se necesita cierta influencia o “fuerza” para mantener el movimiento de un
cuerpo. Creian que el estado “natural” de éste es el reposo y que, si se mueve,
tiene que haber un agente externo que lo impulse de forma continua; en caso
contrario, terminaria por detenerse.

Podemos probar de manera experimental la falsedad de las afirmaciones anterio-
res del siguiente modo: si repetimos el experimento haciendo que las superficies
del plano y del cuerpo sean mds lisas, veremos que éste recorre una distancia ma-
yor antes de detenerse. Si ahora, ademas, utilizamos un lubricante observamos
gue la distancia alcanzada es todavia mayor. Finalmente, si las superficies se ali-
san mas y se usa un lubricante mejor hallamos que la velocidad disminuye mas
lentamente y el cuerpo viaja mas lejos antes de llegar al reposo.

De todos estos experimentos podemos concluir que debe haber una causa (deno-
minada rozamiento) que hace que el cuerpo se detenga y que disminuye a medi-
da que se alisan las superficies y se afiade lubricante. Podemos extrapolar los re-
sultados y decir que, si pudiese eliminarse todo el rozamiento, el cuerpo continua-
ria en linea recta a velocidad constante indefinidamente. Se necesita una fuerza
para iniciar el movimiento de un cuerpo (o sea, para acelerarlo), pero no se requie-
re fuerza alguna para mantener el movimiento a velocidad constante

Este principio fue adoptado por Newton como la primera de sus tres leyes del
movimiento:

Cuando la fuerza neta que actua sobre un cuerpo es cero, resulta que dicho cuerpo
permanece en reposo o se mueve con movimiento rectilineo y uniforme.

La tendencia de los cuerpos a permanecer en reposo o en movimiento rectilineo y
uniforme se denomina inercia, por ello la primera ley de Newton también se lla-
ma Ley de inercia.

La vida cotidiana nos muestra ejemplos que parecen contradecir esta ley. Imagi-
nemos, por ejemplo, un pasajero que viaja a velocidad constante por una carrete-
ra rectilinea. Si la calzada es buena, tiene la impresién de estar en reposo ya que
no se mueve respecto al coche; pero si, en un momento dado, el coche frena, (o
acelera) bruscamente o entra en una curva cerrada, el pasajero siente una “fuer-
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za” que lo lleva hacia delante (o atras) o hacia un lado respectivamente. En todos
los casos el pasajero ve modificado su estado de reposo sin que aparentemente se
haya ejercido sobre él fuerza externa alguna que explique el fenémeno.

Fuerzas de inercia y sistemas de referencia

La explicacion del fendmeno anterior es muy simple si consideramos un sistema
de referencia ligado a la carretera. Un observador que perciba la situacion desde
la carretera tiene una impresién distinta. En efecto, para él, el pasajero se encon-
traba inicialmente en movimiento rectilineo y uniforme, por lo que deberia seguir
asi segun el principio de inercia. Y esto es precisamente lo que ocurre cuando el
coche frena, acelera o entra en la curva: el pasajero tiende a seguir como estaba;
es decir, en movimiento rectilineo y uniforme, por lo que dentro del coche se
tienen las impresiones citadas anteriormente.

La “fuerza” que siente el pasajero es debida a la aceleracidn del sistema de refe-
rencia (tangencial, centripeta o ambas) y no responden a ninguna interaccién real;
es decir, no son fuerzas reales. Se denominan fuerzas de inercia debido a que
“violan” la primera ley de Newton.

El ejemplo anterior nos permite extraer una importante conclusién: el Principio de
Inercia solamente es vdlido en sistemas de referencia no acelerados, que se cono-
cen como sistemas de referencia inerciales.

Notemos que cualquier sistema de referencia ligado a la Tierra no es inercial, ya
que el planeta tiene un movimiento de rotacién en torno a su eje que provoca una
aceleracién centripeta a todos los cuerpos que se encuentran en su superficie. En
realidad esta aceleracidn es lo suficientemente pequeiia como para que en la ma-
yoria de los problemas se puede considerar a la Tierra como un sistema de refe-
rencia inercial.

3.2. Segunda: Ley fundamental de la Dindmica

Uno de los efectos de las fuerzas es el de modificar el movimiento de los cuerpos;
es decir, de provocar aceleraciones. La experiencia prueba que si a un mismo
cuerpo se le aplican distintas fuerzas, la relacidn entre las intensidades de éstas y
las aceleraciones producidas es siempre la misma; esto es,
h_h_k
a a 0

==k = Fl:kall FZZkCIZ, F3=k(]3...

donde Fy, F,, F; ... son las fuerzas y a;, a,, as ... las aceleraciones respectivas. La
constante k, que se representa con la letra m, es distinta para cada cuerpo y reci-
be el nombre de masa inercial del cuerpo. En general, si designamos por F a la
fuerzay por a a la aceleracién, queda,

F=ma
Como la aceleracién del cuerpo tiene la misma direccién y sentido que la fuerza
ejercida, la relacion anterior puede expresarse también en forma vectorial,

—

F=ma
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En el caso de que existan varias fuerzas aplicadas al cuerpo, la aceleracidon que
adquiere es la correspondiente a una Unica fuerza que, como ya sabemos, es igual
a la suma vectorial de aquellas y que llamaremos fuerza resultante (F;); es decir,

Fr =ma

gue se recibe el nombre de ecuacion fundamental de la Dindmica y es la expre-
sidon matematica de la 22 ley. Se puede enunciar asi:

Si sobre un cuerpo actua una fuerza o varias de resultante no nula, adquiere una
aceleracion de la misma direccion y sentido que es directamente proporcional a la
fuerza aplicada, siendo la masa del cuerpo la constante de proporcionalidad.

Masa. Unidad y medida

La masa es una propiedad de todos los cuerpos que se puede medir; es por lo
tanto una magnitud fisica. El hecho de que dos cuerpos de masas m; y m, unidos
se comporten mecanicamente igual que uno solo de masa m=m, +m, indica que
la masa es una magnitud escalar.

Como ya se ha dicho, se trata de una magnitud fundamental’; es decir, su unidad
se define de forma directa. La unidad de masa en el S| (denominada kilogramo
patrén, kg) es, por definicion, la que posee cierto cilindro de una aleacion de pla-
tino e iridio que se conserva en la Oficina Internacional de Pesas y Medidas en el
museo de la Ciencia de Sévres, cerca de Paris.

La ecuacidn F=ma permite medir la masa de cualquier cuerpo tomando como
referencia el kilogramo patrén. En efecto, consideremos una copia del kilogramo
patrén, cuya masa designaremos por my, y un segundo cuerpo arbitrario de masa
m desconocida. Si aplicamos a ambos la misma fuerza, observamos que adquieren
aceleraciones diferentes, que designaremos por ao y a respectivamente. Entonces,

F=ma=mya,
ya que la fuerza es la misma. Despejando m queda,

0o
m=m,—
a

gue da la medida de m en base a m,. Por ejemplo, si la fuerza aplicada produce
una aceleracién de 2 m/s* al cuerpo patrony 0,5 m/s* al otro, la masa de éste es,®
2
m=1kg—=4kg
0,5
Si nos fijamos en el ejemplo, observamos que el segundo cuerpo, que tiene una
masa cuatro veces mayor que el patrdon, adquiere una aceleracién que es la cuarta
parte; es decir, que presenta una oposicién cuatro veces mayor a ser acelerado.
Como la propiedad responsable de que los cuerpos tiendan a seguir en su estado
de reposo o de movimiento es la inercia, podemos considerar a la masa de un
cuerpo como una medida de la inercia que presenta.

5 . . . . .
En mecanica se definen tres magnitudes fundamentales de las que derivan todas las demds. Una de
ellas es la masa.

6 Lo . . . .
En la practica no se mide la masa de este modo. Una balanza de platillos iguales, por ejemplo, es un
método alternativo mucho mas cdmodo.
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Unidad de fuerza

Una vez fijadas las unidades de la masa y de la aceleracidn, las unidades de fuerza
guedan determinadas por la ecuacion fundamental de la Dinamica. En el Sl la ma-
sa se mide en kg y la aceleracién en m/s?, por lo que la unidad de fuerza tiene que
ser el kg-m/s® que recibe el nombre de Newton (N); esto es,

IN=1kg-1m/s’

Por lo tanto, un Newton es la fuerza que hay que aplicar sobre la masa de 1 kg
para que adquiera una aceleracién de 1 m/s”.

3.3. Tercera: Ley de accion y reaccion

Las fuerzas que actlan sobre un cuerpo tienen su origen en otros cuerpos que in-
teraccionan con él. Cualquier fuerza aislada es sélo un aspecto parcial de una in-
teraccion mutua de, al menos, dos cuerpos. Experimentalmente se ha encontrado
gue cuando un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro, éste ejerce también una fuer-
za sobre el primero que es igual en intensidad y direccion, pero de sentido opues-
to. De esto se deduce que es imposible que exista una fuerza aislada en la Natura-
leza. Si a una de las dos fuerzas se la denomina accion, a la otra se la llamara reac-
cion; los nombres de accidon y reaccion no implican una relacién de causa y efecto,
sino una interaccidon mutua simultanea (ver figura).

Esta propiedad de las fuerzas fue enunciada por Newton en su 32 ley del movi-
miento y la podemos enunciar asi:

Si un cuerpo A ejerce una fuerza Fy, sobre otro B, entonces el cuerpo B ejerce una
fuerza F,5 sobre A, que es igual y de sentido contrario a la anterior y estd aplica-
da en la misma recta; es decir,

Fop=—Frg = Fgp+Fis=0

Por ejemplo, si dejamos en libertad un cuerpo a una cierta altura sobre el suelo, la
Tierra ejerce sobre él una fuerza hacia abajo que es su peso y que hace caer al
cuerpo. Por la ley de accién y reaccidn, el cuerpo ejerce sobre la Tierra una fuerza
exactamente igual y de sentido contrario que la acelera hacia aquel. El hecho de
gue sea el cuerpo el que se mueve hacia la Tierra y no al revés se debe a que, de
acuerdo con la 22 ley, la aceleracién de ésta es despreciable porque su masa es
enorme (recuerda que aceleracion es igual a fuerza dividida entre masa).

A simple vista da la impresion de que las fuerzas de accidén y reaccién deberian
anularse y provocar el equilibrio de los cuerpos. Esto no sucede porque estas
fuerzas actuan siempre sobre cuerpos distintos y, por lo tanto, ninguno de ellos
estara en reposo, a menos que existan otras fuerzas que las anulen.

A menudo se confunden parejas de fuerzas con fuerzas de accion y reaccion. Co-
mo esta cuestidon es fuente de numerosos problemas, vamos a considerar un
ejemplo préctico. La figura muestra un cuerpo apoyado en una mesa sobre el que
acttan dos fuerzas distintas: el peso (P) y la normal’ (N). Como el cuerpo perma-
nece en reposo hay que concluir que las fuerzas se anulan, por lo que han de ser
iguales y opuestas. A primera vista parece que son fuerzas de accidn y reaccion;

T . . , .
Siempre que un cuerpo se apoya sobre una superficie, ésta ejerce sobre el cuerpo una fuerza per-
pendicular a la misma que recibe el nombre de fuerza normal.
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sin embargo no es asi. La reaccién del peso es la fuerza que el cuerpo ejerce sobre
la Tierra (5’), igual y opuesta, pero que actua sobre un objeto distinto: la Tierra. La
normal la ejerce la mesa sobre el cuerpo e impide que éste caiga al suelo; la reac-
cion a esta fuerza es la que el cuerpo hace sobre la mesa (no dibujada en la figura)

4. Fuerzas de rozamiento

Hemos visto que un cuerpo que desliza sobre una superficie experimenta una
fuerza en sentido contrario que termina por detenerlo. Se denomina fuerza de
rozamiento o friccién (F,,,).

Las fuerzas de rozamiento se deben a que las irregularidades de las superficies
puestas en contacto encajan unas con otras y es necesaria una fuerza para poder
“despegarlas”.

Cuando a un cuerpo situado en un plano horizontal se le aplica una fuerza paralela
al plano, como se ve en la figura, se observa que mientras la fuerza es menor que
un cierto valor minimo, el cuerpo no se mueve. Esto se debe a que, ademas de la

fuerza aplicada, actua la fuerza de rozamiento (f,,,) en sentido opuesto, que la

anula. Es evidente que mientras no hay movimiento se cumple que las intensida-
des de ambas fuerzas son iguales; esto es,

F=F,, (si no hay movimiento)

Cuando la fuerza aplicada supera un cierto valor umbral comienza el movimiento.

La experiencia prueba que la fuerza minima para iniciarlo cumple las propiedades:

a) Esindependiente de las areas de las superficies en contacto.

b) Es proporcional a la intensidad de la fuerza normal (N) que la superficie de
apoyo ejerce sobre el cuerpo.

c¢) Depende del estado de pulimento de las superficies en contacto.

De acuerdo con el punto b) se deduce que /N =cte,donde, conforme al punto

Fmin
c), el valor de la constante depende del estado de pulimento de las superficies.
Recibe el nombre de coeficiente de rozamiento y se designa por la letra griega 1.
Por lo tanto, la fuerza minima es,

Fmin ::uN
Ahora bien, la fuerza minima necesaria para iniciar el movimiento tiene que ser
igual, en intensidad, a la que ejerce el rozamiento en sentido opuesto, por lo que,

La experiencia demuestra que hay que hacer mas fuerza para iniciar el movimien-
to del cuerpo que para mantenerlo. Esto indica que hay que distinguir dos coefi-
cientes de rozamiento:

= Estdtico, que actla mientras no hay movimiento.

=  Dindmico, que actla cuando hay movimiento.

cuando empieza el movimiento.

En general, el coeficiente estatico es ligeramente superior al dinamico.

La expresién F,,, = N, cuando se aplica a un cuerpo en reposo da el valor maximo
de la fuerza de rozamiento estatica; es decir, indica el valor minimo de la fuerza
gue hay que hacer para vencer al rozamiento. Si el valor de la fuerza aplicada es
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menor que la necesaria, el cuerpo no se mueve y el valor del rozamiento se iguala
a ella, anuldndola. Si la expresién anterior se aplica a un cuerpo en movimiento,
indica el valor de la fuerza (de rozamiento) que se opone al movimiento.

5. Fuerzas elasticas

Desde el punto de vista de la elasticidad los materiales se pueden clasificar en:
e  Frdgiles, cuando se rompen al intentar deformarlos, como el vidrio.

e Pldasticos, No se rompen cuando se deforman, pero cuando cesa la accién
deformadora no recuperan su forma original. La plastilina y el barro son dos
ejemplos.

e Elasticos, se deforman, como los plasticos, pero cuando cesa la accién defor-
madora recuperan su forma original. Los muelles (o resortes) y las gomas son
ejemplos caracteristicos. En todo cuerpo eldstico existe una fuerza limite por
encima de la cual se pierden las propiedades elasticas; recibe el nombre de li-
mite de elasticidad.

La fuerza que ejerce un cuerpo eldstico deformado sobre una masa m se denomi-
na fuerza eldstica. Consideremos un cuerpo sometido a la fuerza eldstica de un
muelle, de modo que ésta actua a lo largo del eje OX de un sistema de coordena-
das y el cuerpo se encuentra en el origen O cuando el muelle esta sin deformar (o
sea, sin ejercer fuerza alguna), como se ve en la figura superior. De esa forma la
deformacién del resorte coincide con la posicién de su extremo libre x, mientras
que el signo indica si el muelle esta comprimido (x<0) o alargado (x>0), como
se ve en las figuras central e inferior.

Observa que la fuerza y la posicidn del objeto respecto a O son magnitudes vecto-
riales. Sin embargo, puesto que ambas tienen siempre la direccion del eje OX (es
decir, la direccién no cambia), se pueden expresar de forma escalar. En efecto, co-
mo la direccidn ya esta fijada, un nimero con signo (su coordenada, x) determina
completamente la magnitud: el valor absoluto de x expresa la cantidad de magni-
tud y el signo el sentido en el que actua.

Esto es aplicable a toda magnitud vectorial cuya direccidén se mantenga constante.

[

La ley de Hooke establece que la fuerza eldstica es proporcional y de sentido con-
trario a la deformacion del cuerpo que la ejerce.
La expresion matematica de la ley en el caso ilustrado en la figura es,

Donde, como hemos dicho, x es lo que el muelle se deforma, con signo positivo si
se alarga y con negativo si se encoge, y k es una constante de proporcionalidad
gue se conoce como constante eldstica; su unidad en el Sl es el N/m y expresa la
fuerza necesaria para desplazar al cuerpo una distancia unidad®. El signo menos se
debe a que F tiene sentido opuesto al desplazamiento; pues F > 0 cuando el mue-
Ile se encoge, x < 0, (figura central) y F < 0 cuando se alarga, x >0, (figura inferior).

8 L - g . .

Notemos que esta expresion es valida sélo si el cuerpo esta en el origen O cuando el muelle se
encuentra en su estado natural (ni encogido ni estirado). En este caso el alargamiento del muelle
coincide con la distancia del cuerpo al origen O, esto es, con su coordenada x.

9 .
Basta hacer x = 1 para comprobar que es asi.

-11-
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Si designamos por AL al valor absoluto de la deformacién del resorte, la intensi-
dad de la fuerza eléstica (es decir, su mddulo) es |F|=k AL

Aplicando la 22 ley de Newton a la fuerza elastica,

F=—kx} k
= —kx=ma = a=——x
F=ma m

donde —k/m es una constante del movimiento que sélo depende del muelle y de
la masa del cuerpo. Si definimos una nueva constante @ como,
w=\JkIm = & =k/m
gueda que, a=-w’x donde &’ =cte
gue es la ecuacién de la aceleracién del MAS.

Por lo tanto, concluimos que una fuerza eldstica origina un movimiento armdnico
simple. Como el MAS es un movimiento periddico, la fuerza eldstica es periddica.

Puesto que el periodo de un MAS es T = 27/ @, tenemos,

® =k/m art  k . /m
= - =— = |T= —
T=27r/a):a)2=47zz/T2 T m k

y finalmente, teniendo en cuenta esta ecuacién y que la frecuencia de un MAS
viene dada por f=1/T, llegamos a,

1 [k

27 \'m

Las ecuaciones expresan Ty f en funcién de k y m y prueban que, para un muelle
de constante elastica k dada, el periodo y la frecuencia de oscilacion dependen de
la masa del cuerpo que realiza el MAS, pero no de la longitud del resorte ni de la
amplitud de las oscilaciones.

6. Momento lineal e impulso mecanico

El momento lineal (p )™ de un cuerpo de masa m que se mueve con una velocidad
Vv es el producto de su masa por su velocidad; es decir,
p=mv

De la definicién se deduce que p es una magnitud vectorial que tiene la misma
orientacién que v (pues la masa es siempre positiva), como se ve en la figura. Su
unidad en el Sl es el kg-m/s.
El momento lineal permite escribir la 22 ley de Newton de otra forma. En efecto, si
calculamos la derivada del momento lineal respecto al tiempo tenemos, al consi-
derarla como un cociente, que,

dp d(mv)

dt dt

Ahora bien, d(m\7) representa la variacion infinitesimal del momento lineal en el

intervalo de tiempo (también infinitesimal) dt. Si en los instantes ty t'=t+dt las

1% Esta magnitud la introdujo Newton y la llamé cantidad de movimiento.
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velocidades respectivas son v y V' =v +dVv, tenemos, al ser m constante, que,
d(mv)=mv'—-mv =m(V'—v)=mdv

Por lo tanto, tenemos, interpretando la derivada como un cociente, que,

d_d(mi)_mai_ v
dt dt dt dt
pero de acuerdo con la definicidn de la aceleracidn vectorial,
a=dv/dt

por lo que, sustituyendo en la ecuacién anterior,

- R &
d—p:ma = |F _
dt dt

que da la fuerza en funcion del momento lineal y es la forma en la que Newton
formulo su 22 ley.

Puesto que la derivada de una funcién respecto al tiempo mide la rapidez de su
variacion podemos afirmar que:

La fuerza resultante aplicada a un cuerpo en un instante particular es una medida
de la rapidez con la que cambia el momento lineal del cuerpo en ese instante y
tiene la direccién de la variacion del momento (dp ), que es la de la aceleracion,
como se ve en la figura.

Consideremos ahora el caso particular de un cuerpo de masa m que se mueve en
el eje OX de un sistema de coordenadas y que esta sometida a una fuerza cons-
tante :Eque actua en la direccidn del eje OX. En el instante t, lleva una velocidad
\70 y, debido a la fuerza, adquiere una aceleracién a, de modo que en un instan-
te posterior t su velocidad es V, como se aprecia en la figura.

Como el movimiento y la fuerza tienen la direccién del eje OX, podemos prescindir
de su caracter vectorial y expresarlas en su forma escalar.

Al ser la fuerza constante, de acuerdo con la 22 ley, la aceleracién también lo es,
asi que el movimiento es uniformemente variado; entonces, en el intervalo de
tiempo At=t—t, lavelocidad variaen Av=v—v, ytenemos que,
_dv_ Av v-y,
dat At At

gue sustituyendo en la 22 ley da,

_vo

v
F=m = FAt=mv-my,

El producto de la fuerza constante por el intervalo de tiempo que actua recibe el

nombre de Impulso mecdnico (/),
I=FAt

de donde se deduce que su unidad en el Sl es el Ns.

Representando por py y p los momentos lineales de la particula en los instantes t,
y t, tenemos que,

-13-
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FAt=mv-mv,
= |I=p—-p,=Ap

pPo=mvy y p=mv
que expresa que el impulso de una fuerza constante ejercida sobre un cuerpo que
se mueve en la direccion de la fuerza se emplea en modificar su momento lineal.

Si las fuerzas no son constantes las ecuaciones siguen siendo validas si incluimos
en ellas la fuerza media (Fq); €sto es,

|I:FmedAt:p_pO =Ap‘

Esta ecuacién resulta muy atil en los choques, en los que suelen actuar fuerzas
variables muy intensas durante tiempos muy pequefios. Si un cuerpo sufre una
colision y se conoce el tiempo que dura, midiendo la velocidad antes y después de
la misma podemos calcular la variacion del momento lineal y, a partir de él, la
fuerza media que ha actuado sobre el cuerpo.

En el caso mas general de una fuerza que no tiene la direccion del movimiento, el
impulso es una magnitud vectorial de la misma orientaciéon que la fuerza, mien-
tras que los momentos lineales en los instantes ty y t tienen direcciones diferen-
tes. Sin embargo, las ecuaciones encontradas siguen siendo validas, sélo que aho-
ra son vectoriales; es decir, se cumple que,

[ =F At=p—P,=Ap

7. Principio de conservacion del momento lineal

Supongamos un sistema de dos cuerpos a y b que interaccionan entre si pero que
no lo hacen con ningun otro objeto*, tal como indica la figura. De acuerdo con la
32 |ey de Newton, tenemos que,

Fab +Fba = O
donde l-:ab y I-:ba son, respectivamente, la fuerza que b ejerce sobre a y la que a
ejerce sobre b. Si los momentos lineales de a y b son, respectivamente, p, y p,,
tenemos, al aplicar la 22 ley de Newton a cada cuerpo, que,
— dﬁa F — d'Bb
- ba —

dt dt

y sustituyendo las expresiones de las fuerzas en la 32 ley, queda,

dp, dp

b, , 9By _,

dt dt
donde dt=t'—t representa el intervalo de tiempo infinitesimal que transcurre
entre los instantes t y t', mientras que dp, =p, —p, Y dpb, =P, —P, son las varia-

|

ab

ciones (infinitesimales) que experimentan los momentos lineales de a y b en el in-
tervalo dt. Interpretando las derivadas de la ultima ecuacidon como cocientes, po-
demos expresarla también asi,
(dp, +dp,)
dt

y pasando dt al segundo miembro queda,

11 . . . , . , .
Un sistema de cuerpos que interaccionan entre si, pero que no lo hacen con ningln otro objeto
que se encuentre fuera del sistema se denomina aislado.
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o, +dB, =0 = (B, —B,)+ (B} — ) =0
por lo que, reorganizando la expresidn anterior, se tiene,

By +By =P, + B
qgue expresa que la suma de los momentos lineales de los cuerpo ha permanecido
constante en el intervalo de tiempo dt. Como dt es arbitrario, la suma de los mo-
mentos también se mantiene constante durante un intervalo dt’ a continuacion

de dty durante otro dt” posterior a dt’ y asi sucesivamente; de modo que ha de
permanecer constante en,

At =dt+dt' +dt" +. ..

donde At es un intervalo de tiempo finito, es decir, de cualquier tamafio. Hay que
entender que se han podido modificar los momentos lineales de cada cuerpo,
pero que su suma no ha variado. Esta importante relacion recibe el nombre de
conservacion del momento lineal y también se puede escribir asi,

p, +P, =cte
Este resultado se ha deducido para un sistema aislado de dos cuerpos. Sin embar-
go, es igualmente valido para cualquier sistema aislado de n cuerpos (la figura

muestra un sistema de tres cuerpos y sus respectivas fuerzas). En el caso general
de n cuerpos la ecuacién se expresa como,

5a+b'b+/3’c+...+/3'i+...+/3n=cte‘

donde p,, By, P,--- son los momento lineales de las particulas a, b, c... Esta ley
fundamental se puede enunciar asi:

La suma de los momentos lineales de un sistema de particulas aislado permanece
constante durante el movimiento.

A pesar de que el resultado se ha deducido de las leyes de Newton, es un principio
mas fundamental y mas general que ellas. En realidad podiamos haber procedido
a la inversa; es decir, derivar las leyes de Newton a partir de la conservacién del
momento lineal que, a su vez, se puede introducir como una ley experimental
fundamental de la Naturaleza.

La conservacion del momento lineal de un sistema aislado tiene una validez gene-
ral; no se ha encontrado ningin fendmeno que la viole. Es tan importante y fun-
damental que se considera uno de los pilares de la Fisica actual.

No ocurre lo mismo con las leyes de Newton. La de accidn y reaccién no tiene ni
mucho menos validez general. Por ejemplo, cuando dos particulas cargadas eléc-
tricamente y en movimiento relativo estan lo suficientemente cerca, sufren una
interaccion electromagnética. En este caso las fuerzas de accidn y reaccion, aun-
gue iguales y opuestas, no estan aplicadas en la misma recta. En cuanto a la se-
gunda ley, no siempre se puede aplicar. Por ejemplo, el concepto de fuerza carece
de significado en el estudio de las particulas que constituyen el atomo.

Sin embargo hay que destacar que las leyes de Newton son perfectamente aplica-
bles a cuerpos “grandes” (del tamafio de una molécula o mayor) que se mueven a
velocidades “pequeiias” (muy inferiores a la de la luz).

12 ;. . . . . s .
La Fisica actual se asienta en tres principios fundamentales: la conservacidon del momento lineal, la
conservacién del momento angular y la conservacion de la energia.
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8. Dinamica del movimiento circular

Si la fuerza que actua sobre un cuerpo vy, por lo tanto, la aceleracién tienen la mis-
ma direccién que la velocidad, el movimiento tiene lugar en linea recta. Como se
vio en Cinemadtica, en el movimiento curvilineo la aceleracién y la velocidad tienen
direcciones diferentes. Teniendo en cuenta que la aceleracién la provoca la fuerza
resultante que actua sobre el cuerpo, podemos afirmar que, para producir un mo-
vimiento curvilineo la fuerza resultante debe formar un dngulo distinto de cero con
la velocidad.

Recordemos que la componente de la aceleracién vectorial en la direccién de la
velocidad (aceleracion tangencial, a;) es la responsable del cambio de la magnitud
de la misma; mientras que su componente en la direccidon perpendicular (acele-
racion normal o centripeta, a.) modifica la direccién de la velocidad. La figura
muestra un pequeio cuerpo con movimiento curvilineo sometido a una fuerza F.

Al igual que la aceleracidn, la fuerza F también puede descomponerse en dos:
una en la direccién tangencial (F, ) y otra en la direccién normal (F,), como se
aprecia en la figura, de la que se desprende que,

F=F +F.
designando por F, y F,, respectivamente, a las componentes (escalares) de la
fuerza en las direcciones de dichos ejes, tenemos que,

F=FRu,+F.u,
Comparando las dos ecuaciones anteriores concluimos que,
FI’:FI’ut y FC:FCUH
donde la primera se denomina fuerza tangencial y la sequnda fuerza normal o
centripeta.

Cada componente tiene un significado bien definido. Aplicando la ecuacién fun-
damental de la Dinamica y expresandola en sus componentes tangencial y normal,
L F, =ma, =madv/dt
F=ma )
F.=ma,=mv /R
ya que, como se vio en Cinematica, a; = dv/dt (que mide la rapidez con la que varia
la magnitud de la velocidad) y a. = v’/R™ (que est4 relacionada con la rapidez con
la que varia la direccion de la velocidad).

La fuerza tangencial modifica la magnitud de la velocidad. La fuerza normal o
centripeta modifica la direccidn de la velocidad; es decir, hace que el movimiento
sea curvo. La fuerza centripeta apunta siempre hacia la concavidad de la curva,
como se ve en la figura.

Cuando la fuerza tangencial es cero no hay aceleracion tangencial y, por lo tanto,
la magnitud de la velocidad es constante; lo que tiene como resultado un movi-
miento curvilineo uniforme. Si la fuerza centripeta es cero, no hay aceleracién
centripeta por lo que la direccién de la velocidad no cambia y el movimiento es
rectilineo.

13 . . ..
Recordemos que R es el radio de curvatura en cada punto de la trayectoria y que en el movimiento
circular coincide con el radio de la circunferencia.
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Uno de los movimientos curvilineos mas importante es sin duda el movimiento

circular (MC). Es el mas sencillo de estudiar porque el radio de curvatura es cons-

tante e igual al radio de la circunferencia. En el MC sabemos, por Cinematica, que,
v=wR

donde v es la magnitud de la velocidad vectorial*, @ la velocidad angular y R el
radio de la circunferencia. Por lo tanto, la aceleracién centripeta se puede expre-
sar como,

Movimiento circular uniforme

Al ser la magnitud de la velocidad constante, la fuerza tangencial es nula y la ace-
leracién y la fuerza centripetas son constantes; esto es,

FF=0yF :mvz/R:cte
lo que significa que la velocidad varia constantemente de direccion de forma uni-

forme y que la fuerza aplicada al cuerpo (que coincide con la centripeta) esta diri-
gida en todo momento al centro de la circunferencia, como se ve en la figura.

Movimiento circular variado

En este caso varia la magnitud de la velocidad, por lo que existe una aceleracién
tangencial. Asimismo, ya que a. = V?/R, al variar la magnitud de la velocidad tam-
bién lo hacen la aceleracion y la fuerza centripetas. Como se refleja en la figura, la
fuerza neta que actua sobre el cuerpo (cuyas componentes son F; y F.) esta dirigi-
da hacia la concavidad de la curva.

Un ejemplo de movimiento circular variado es el de un objeto que, atado a una
cuerda, se le hace girar en un plano vertical. Mientras asciende, el peso hace que
su movimiento sea decelerado y, cuando desciende, el propio peso lo acelera.

9. Momento de una fuerza y momento angular

La figura muestra un pequefio cuerpo de masa m que, en un instante t, se mueve
respecto al punto O con una velocidad v sometido a una fuerza F; siendo F el
vector de posicién del cuerpo respecto a O.

Se define el momento de la fuerza (M) respecto al punto O como el producto
vectorial del vector de posicién de la fuerza (r) por la fuerza (I? ), osea,

—

M=FxF
Se trata pues de una magnitud vectorial. De acuerdo con la definicién de producto
vectorial, la magnitud de M es,
Mz‘FxE‘szsinG
donde @ es el angulo formado por la prolongacién de 7y F. Su direccién es per-

pendiculara r ya F; esto es, al plano que contiene tanto a r como a F y su sen-
tido estd determinado por la regla de la mano derecha

14c. P . . .
Siempre que el movimiento tenga lugar en el sentido elegido como positivo.
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Se define el momento angular (Z) del cuerpo respecto al punto O como el pro-
ducto vectorial de su vector de posicion (r) por su momento lineal (p=mv ); o sea

L=rxp=rxmv

Aligual que M, se trata de una magnitud vectorial cuya magnitud es,
L=|?><5|=rmvsin6”

donde &' es el angulo formado por la prolongacién de 7 y V. Su direccién es per-
pendicular al plano formado por 7 y v, y su sentido esta fijado por la regla de la

mano derecha.

El momento angular generalmente cambia en magnitud y en direcciéon conforme
la particula se mueve. Sin embargo,

para una particula que se mueve en un plano que contiene al punto O, la direccién
del momento angular permanece constante, perpendicular al plano, yaque 7 y v
estan en dicho plano.

9.1. Relacidn entre el momento de una fuerza y el momento angular

Existe una relacion muy importante entre el momento de una fuerza y el momen-
to angular, que es fundamental en el estudio de la Dindmica de rotacién de los
cuerpos solidos. Vamos a deducir esta ecuacién, pero antes necesitamos conocer
un resultado relacionado con la variacion del producto de dos magnitudes.

Sean dos magnitudes x e y cuyos valores iniciales son x=3 e y=5. Supongamos que sufren una
modificacién, de modo que x'=3,5 e y'=5,4. Estamos interesados en conocer la variacion que ha
sufrido el producto de ambas,

A(x-y)=x"y'—x-y=3,5x5,4-3x5=18,9-15=3,9
Hallemos también el valor de la expresion,
x-Ay+Ax-y=x(y'—y)+(x'—x)y =3x0,4+0,5x5=1,2+2,5=3,7
como era de esperar, A(x-y)#x-Ay+Ax-y

y el error relativo de la diferencia es,

3,9-3,7
———-x100=5,13%

»

Supongamos ahora que x'=3,01 e y'=5,02; y calculemos de nuevo,
A(x-y)=x'-y'—x-y=3,01x5,02—-3%5,0=15,1-15,0=0,10

x-Ay+Ax-y=x(y'—y)+(x'—x)-y =3x0,02+0,01x5=0,06+0,05=0,11

0,11-0,10
y el error relativo es, ————x100=0,256%

Si continudaramos el proceso veriamos que a medida que Ax y Ay se hacen menores, la diferencia
entre A(x-y) y x-Ay+Ax-y disminuye. En el limite, cuando Ax y Ay son infinitesimales, el valor
de ambas expresiones coincide; es decir,

d(x-y)=x-dy+dx-y
donde d representa una variacion infinitesimal.

El resultado se cumple también con magnitudes vectoriales independientemente de que el producto
sea escalar o vectorial.

Veamos ahora la relacién entre M y L. Sea de nuevo el cuerpo de masa my velo-
cidad v sometida a la fuerza neta F de la figura de la péagina siguiente. La deriva-
dade L respecto at se puede expresar como,
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dL, [ d(rxp
ﬂ/df} N d_L_d(rxp)
L=rxp

dt  dt
donde d(Fxﬁ) representa la variacion infinitesimal que sufre el producto vecto-
rial ¥ xp en dt. Como hemos visto,

d(rxp)=rxdp+drxp

por lo que, interpretando a la derivada como un cociente,

di d(rxp) dfxp+rxde drxp rxdp df - - d

X_
dt dt dt dt dt dt dt
Como p=mv y vV =dr/dt, el primer producto del segundo miembro es igual a,
d—Fxﬁ—meV
dt

y puesto que v y p=mv tienen la misma direccion, tenemos que,

L ar .
[Vxmv|=vmvsin0=0 = —rxp:O

Por lo tanto queda que,

Veamos el segundo producto. Como p=mv, interpretando a la derivada como un
cociente y recordando que dp =d(m\7) =mdv, tenemos,

L d . mdV . v

S dp o =
x—p:r xF
dt
que no es mas que el momento de la fuerza F respecto al punto O; entonces,
— d_) - = —
rx—=rxF - dL
dt = M=—
M=rxF

que es la relacién que estdbamos buscando.

De nuestros conocimientos de derivadas concluimos que el momento de la fuerza
resultante aplicada a un cuerpo respecto a un punto O, en un instante dado, mide
la rapidez del cambio del momento angular del cuerpo respecto a O en ese instan-
te y tiene la direccidn de su variacion; es decir, de dL.

Observa que las ecuaciones,

F=—"y m=ot

dt dt

tienen la misma forma (son matematicamente idénticas). La primera, como sabe-
mos, es la ecuacién fundamental de la Dindmica y describe el movimiento de tras-
laciéon de los cuerpos. La segunda, que se deriva de la primera, recibe el nombre
de ecuacion fundamental de la Dindmica de Rotacion porque describe el movi-
miento de rotacion de los cuerpos, como el de una peonza por ejemplo.
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9.2. Conservacion del momento angular. Fuerzas centrales.

Si un cuerpo esta sometido a una fuerza y su momento, respecto a un punto da-
do, es cero, de acuerdo con la ecuacion anterior tenemos,

—

/\Z:d—:o = chte
dt

Este resultado se conoce con el nombre de conservaciéon del momento angular y
se puede enunciar asi:

El momento angular de un cuerpo respecto a un punto dado es constante (esto es,
no cambia ni su magnitud ni su direccién) si el momento de la fuerza resultante
aplicada al cuerpo, respecto al mismo punto, es nulo.

La condicion M=FxF =0 se cumple si F=0 pero también si F tiene la direccién
de r; en otras palabras, si la recta que contiene a F pasa en todo momento por
el punto O (ver figura), pues, como hemos visto con vxmv, el producto vectorial
de dos vectores de la misma direccidn es nulo.

Una fuerza cuya recta contenedora pasa siempre por un punto fijo en un sistema
de referencia inercial se conoce como fuerza central (ver figura) y el punto fijo se
le llama centro de fuerzas.

Por lo tanto, cuando un cuerpo se mueve bajo la accién de una fuerza central, el
momento angular respecto al centro de fuerzas es una constante del movimiento.

Este resultado es importante porque las fuerzas que aparecen en muchos siste-
mas naturales son centrales. Por ejemplo, la Tierra se mueve alrededor del Sol
bajo la influencia de una fuerza central cuya direccion siempre pasa por el centro
del Sol; asi que, el momento angular de la Tierra respecto al Sol tiene que perma-
necer constante. Las fuerzas eldsticas y eléctricas también son centrales.

En el estudio del movimiento de planetas en torno al Sol tendremos ocasion de
aplicar este importante resultado.
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