EXAMEN ORDINARIO DE 2022. PROBLEMA P1.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo en los
casos en que sea compatible:
x + (a? — 2a)y — z = —a?
x+ (a*>—4)y+ (2a—-3)z=—a?-2a

x+ (@ —4a+4)y+@*—-2a)z=—-a*+a-1

Menciona el resultado te6rico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Aplicamos el método de Gauss:

1 a’—2a -1
1 a’*—4 2a—3

—a? (1 a’—2a -1
—a’?—2a |~|0 2a-4 2a — 2
1 a’?—4a+4 a*-2a

—a’*+a-1 0 4—2a a*—-2a+1
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—2a>~
a—1

2 __ _ _ A2 2 _ _ — 2
(o a4 2ac2| e )20 Tas ala| = yfe-z=0=0=2
a—- @ —ea a- a- —a a’?—1=0=>a=+1
0 0 ac—1l—-a-1 0 0 a“—1l—-a-1
Estudiamos los distintos casos:
19) Si a = —1, el sistema es compatible indeterminado y la solucién depende de un pardmetro:
1 3 —-1]-1 x = 3a
x+3y—z=-1 —-1-2z—-2z=-1
(0 -3 =2 1>_){—3yi]2Z=1 :>{§y=_1izzz :{y=—1/3—(2/3)a
0 0 o1 0 zZ=a

29) Sia = 1, el sistema es incompatible:

1 -1 —-1]-1
0 -1 0f-1
0 0 01-2
392) Sia = 2, el sistema es incompatible:
1 0 —-1|—-4 ; 1 0 —-1|—-4
0 0 11-2 |~10 O 11-2
0 0 31-3 0 0 ol 3

42) En los demas casos el sistema es compatible determinado:

2 _ = g2
x+ (a*—2a)y—z a —(a+1) —1

(@a-2)y+(a—1Dz=—-a=z= =z = =
+1 -1 -1
(a>?—1Dz=-a-1 @+ la-1 4

(a—2) (a—1) (@a-1D—==—a+1 et
= —_ = —q — —_ = —q — — _— = — = = —1

a y a—(a z a—(a p— a y p—
—a+1 -1 -1 —a’+a-1
=>x=-a’—ala—-2) + =—a*+ad*-a+——=|lx=——mm
a—2 a—1 a—1 a—1

1 Zéf — 1§f; 3§f — 1§f.

z23af 4 2af.

323f . 1/2.

4 Como no se puede dividir por 0, tenemos que calcular los valores del parametro que anulan los coeficientes de las incégnitas
que despejaremos luego (caso 42).

533f — 3.22f,




EXAMEN ORDINARIO DE 2022. PROBLEMA P2.

Calcula los valores de t para los que la matriz A2 + A25 es matriz singular, siendo:

a=("

1 ﬂfJ

(2,5 puntos)

|4%6 + A%5| = |A% - (A+D| = 14%] - |[A+ 1| = A1 - |A+ 1] =

25

=l 2
1 t—1 t—1

(8 el Dl eeatone

1 E] determinante de un producto de matrices cuadradas del mismo orden es igual al producto de sus determinantes.

2 El determinante de una matriz singular es igual a cero.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2022. PROBLEMA P3.
Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto T(1, —5, 3) y corta a las siguientes rectas:

_{—x—y—z+3=0 x _y+1_z-2

S =

3x+2-10=0 2- 4 1 (2,5 puntos)

Sea m el plano que definen las rectas secantes r y t, siendo ¢ la recta que pasa por el punto Ty corta a las
rectasrys):

Como el plano 7 contiene a la recta r, pertenece al haz de planos de arista la recta r:1
T=a(-x—y—2z+3)+Bx+z—-10) =0
Y como T(1,—5,3) esta en dicho plano, pues es un punto de la recta ¢, satisface su ecuacion:

a(-1+5-3+4+3)+BB+3-10)=0=24a—-4f=0=>F=a=>

s>a(-x—y—z+3)+aBx+z-10)=0=>a(-x—y—2z+3+3x+z—-10) = 03

>n=2x—-y—7=0

Sea Q el punto de corte de las rectas sy t.

Por ser Q un punto de la recta s:
Q(—24,-1-42+2)

Y por estar Q en el plano 7, pues pertenece a la recta ¢, satisface su ecuacion:3

—41+14+1-7=0= -31-6=0=231=-6=>1=-2=>
x—1 y+5 z-3
1 2 -1

= Q(4,1,0) > [TQ] = (3,6,-3) > t =

1 Una simplificacién de este procedimiento puede verse en el siguiente video: https://voutu.be/AphVHGQcE®6s.
2 Como « es distinto de 0, podemos dividir por « (si a fuese cero, f también lo seria, lo que no puede ser).
3 Para otras formas de resolver este problema ver el ejercicio B2 de junio de 2010.



https://youtu.be/AphVHGQcE6s

EXAMEN ORDINARIO DE 2022. PROBLEMA P4.
Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(1,2,—1), es paralela al plano 7 y corta a
larectar:

r={x—y+22+2:0

n=2x—y+z=0 3x—y—2z-3=0

(2,5 puntos)

Es facil ver que el vector direccional del plano 7, U = (2,—1, 1), es perpendicular a la recta t:

P
t—e

AR
T

También es facil ver que la recta t esta en el plano definido por la recta r y el punto P; y como este plano
pertenece al haz de planos de arista la recta r, su ecuacion es:

alx—y+2z+2)+pBx—y—2z—-3)=0
Al ser P(1,2,—1) un punto de este plano, satisface su ecuacidn:

a(l-2-2+2)+pB-24+1-3)=0=>-a—-pB=0>F=—-a=>

:»a(x—y+22+2)—a(3x—y—z—3)=0=>a(—2x+32+5)=Oé—2x+32+5=0

Por tanto, el vector ¥ = (—2,0,3) es también perpendicular a la recta t. En consecuencia, un vector
direccional de esta recta es el producto vectorial de 4 y ¥:

Tj ok R
W=UAv=|72 _1 1|=-31—-8/—-2k
-2 0 3

La ecuacidén de la recta t es, pues:

1 Como «a es distinto de 0, podemos dividir por « (si a fuese cero, f también lo seria, lo que no puede ser).




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2022. PROBLEMA P5.
Calcula las siguientes integrales indefinidas:

f dx f(3 2x) e %* dx (2,5 puntos)
T _ 5pu
2xVx—1 P

a) Hacemos el cambio de variable Vx — 1 =t = x — 1 = t? = dx = 2tdt:

dx 2tdt 1 )
fo\/x -1 J-Z(t2 + 1t f 1+ t2 dt =arctgt+C=arctgVvx—1+

b) Hacemos el cambio de variable —2x = t = —2dx = dt:

f(3 — 2x)e™dx = f(3 +t)et (%) = —%f(3 +t)etdt = —%- [B+ et —et +C] =

1

= —%- [(2+t)e + (] —%- [(2-2x)e > +C]=(x—1e ™ +K

Signo \ Derivar Integrar \

1 Deshacemos el cambio.
2 Esta integral indefinida la hacemos por el método tabular de integracidn por partes. Para mas informacion sobre este método,
https://youtube.com/playlist?list=PLHbcBBQihvslJv25KH1KQEPKY3La1PydsS.



https://youtube.com/playlist?list=PLHbcBBQihvslJv25KH1KQEPKY3La1PydS

EXAMEN ORDINARIO DE 2022. PROBLEMA P6.
1
senx+cosx

Se considera la funcion f(x) = e
a) Estudia la continuidad de la funcidn en el intervalo [0, 7t]. (0,75 puntos)

b) Halla su extremo relativo en ese mismo intervalo. (1,75 puntos)

Derivamos primero la funcién:

! _ —cosx +senx
00 = (sen x + cos x)2 )

sen x + cos X)

Fe=(

a) El inico punto del intervalo [0, ] en el que las funciones f y f' no estan definidas es x = 37 /4:
senx +cosx =0=>senx =—cosx =>tgx =—1=>x=3n/4+kn

e Lafuncion f es, pues, derivable y, por tanto, continua, en [0, ] — {37/4}.
e Enx = 3m/4 la funcion f presenta una discontinuidad de salto infinito,

pues es facil ver en la circunferencia unidad que la ordenada del punto A 3m/4 A
(sen x) es mayor en valor absoluto que su abscisa (cos x), mientras que B \

la ordenada del punto B (senx) es menor en valor absoluto que su

abscisa (cos x); y, por tanto: \

1 1
: _ Pot _ 4o _ . _ PO _ -0 _
x_l)lg;rtl/4f(x) = @0 =t = 4o x_l)13r£1/4f(x) =@ ==
x<3m/4 x>31/4

b) Por el criterio de la variacion del signo de la primera derivada, la funcién f tiene un minimo relativo

enx = /4 quevale y = e1/V2,

En efecto, por la condicién necesaria de extremo relativo x = /4 es un posible extremo relativo:
f'(x) =0:1>—cosx+senx=0:>senx=cosx:>tgx= 1=>x=n/4+kn

Es facil ver en la circunferencia unidad que la ordenada del punto A (senx) es

B
menor que su abscisa (cos x), mientras que la ordenada del punto B (senx) es m/4
mayor que su abscisa (cos x). A

/

Por tanto, el signo de f' a izquierda y derecha de x = /4 es:

0 /4 3n/4 T
| \ O \
[ [ U [

— +

1 1
Por ultimo, f (/4) = @ ez = @2,

1Ya que f(x) es siempre positiva.




EXAMEN ORDINARIO DE 2022. PROBLEMA P7.
Se considera la funcién:

2_
ex 2

flx) =

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—2, —1]. (0,75 punto)

X

b) Comprueba que existe un valor @ € (—2,—1) tal que f'(a) = e. Enuncia los resultados tedricos utiliza-
dos, y justifica su uso. (1,75 puntos)

Derivamos primero la funcién:

2_ 2_ 2_
e* 2_2x2_ex 2 eX 2'(2962—1)

fle) = =

x2 x2

a) Como Dom(f) = Dom(f') = R — {0}, la funcion f es derivable y, por tanto, continua en su dominio.
Luego es continua en [—2, —1].

b) Como la funcién f’ cumple las condiciones de la propiedad de Darboux en [—2, —1], existe « € (—2,—1)
tal que f'(a) = e.

En efecto:

18) f'(-1) <e < f'(-2):
(—2) = 7e? S
=) ==>e
o1
f’(—1)=T= 1/€<€
22) f'es continua en [—2,—1]:
e Lafuncién f’ esta definida en [-2, —1].

. ;lci—r%f’(x) = f'(a) Va € [-2,—1]:

. Ce¥2.2x2—-1) e%7%.(2a%—1)
lim f'(x) = lim > =
xX—a xX—-a X

=@
Propiedad de Darboux:

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b] y c esta entre f(a) y f(b), existe a en el intervalo (a, b)
tal que f(a) = c.




EXAMEN ORDINARIO DE 2022. PROBLEMA P8.
Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:

f)=2—-|x] y gx)=x*-10

Calcula el 4rea de la region del plano encerrada entre ambas graficas. (2,5 puntos)

19) Hallamos los puntos de corte:

fF)=gr)=>2—|x|=x2—10D>2—|x| = |x|2 =10 = |x|? + |x| - 12 =0 =

= |x| =

~1+V1+48 -1+V49 —1+7 (|x|=—4
= = =
2 2 2 {|x|=3=>x=i3

22) Averiguamos la posicion relativa de ambas graficas en el intervalo (=3, 3):

x| f(x) ] g)
2 | -10

39) Calculamos el area:

3 3 3
A=J [f(x)—g(x)]-dx=j (2—|x|—x2+10)-dx=f (12— x% — |x]) - dx =
-3 -3 -3

0

=J-_Z(12—x2)-dx—j_33|x|-dx éJ_33(12—xz)-dx—j

-3

3
—x - dx —J x-dx =
0

iz E +x20 x23—(36 27) (36 _27>+0 2 2 27427-9=45
S TELL T, 2, T 3 3 227 -

LSi|x| = +Vx2 = |x|* = 2,
2Six>0=|x|=xysix<0>= |x| = —x.




