EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2021. PROBLEMA P1.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo en los
casos en que es compatible:

ax+(a—-2)y=a—-2

ax + (a* —2a)y+2z=a

Bax+ (a* —4)y+z=4a—4

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Aplicamos el método de Gauss:

a a—2 Ol a—2 ) a a—?2 Ola—2 , (@ a—2 0
a a*—-2a 2 a ~l0 a?—-3a+2 2| 2 ~l0 a*—-3a+2 2

a—2
2 |3
a

3a¢ a’*—4 1l4a—-4 0 a?—3a+2 1la+2 0 0 -1
_,{a=0 3+4v9—-8 3+1 (g=1
a’—3a+2=0=>a= 5 =— :>{a—2

Estudiamos los distintos casos:
19) Sia = 0, el sistema es compatible indeterminado y la solucién depende de un parametro:
0 -2 0—2401015010160101 —1 xX=a
<0 2 2 2>~<0 1 1 1>~<0 0 1 O)~<O 0 1 0)—>{y:0=>{y=1
0 0 -1l 0 0 0 110 0 0 110 0 0 010 Z= z=0

292) Sia = 1, el sistema es incompatible:

1 -1 0]-1 , 0 -1 0|-1 . 0 -1 0]1
o o0 2 2])~{0 0 1] 1|~|l0 O0 1|1
0 o0 -1l 1 0 0 —-11 1 0 0 012
39) Sia = 2, el sistema es incompatible:
2.0 0j0y (2 0 0]0 . 2 0 0]0
0 0 2(2]~10 0 1f(1)~{0 0 1|1
0 0 —-112 0 0 —-112 0 0 013

492) En los demas casos el sistema es compatible determinado:

ax+(a—-2)y=a-2
(a-1D(a-2)y+2z=2>z==al=(@-D(@-2)y=2-2z=2+2a=2(a+1)=>
—-z=a

2(a+1) 2(a+1) a*—a-2a+2-2a-2
=>|y = Sax=a—-2-(a-2)y=a—-2- = =
(a—1(a—2) a—1 a—1
a’—-5a a(a—5) a—>5
= = = =
a—1 a—1 * a—1

12af —1af;3af — 3. 12f,
2 3§f — Zéf.

3 Como no se puede dividir por 0, tenemos que calcular los valores del pardmetro que anulan los coeficientes de las incognitas
que despejaremos luego (caso 49).

t18f - (—1/2);2f2 - 1/2;35f - (1.

5af — 1af,
63af —paf
728f -1/2.

83af 4 2f,




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2021. PROBLEMA P2.
Calcula los valores de t para que se cumpla la condicién |4 - B™1| = 1, siendo A y B las siguientes matrices:

1 t —t t—1 t —t
A=(2t—1 t—-1 t yB=|1-2t 2t -1 (2,5 puntos)
t—2 0 t—2 0 -1 1

1
- 1 1 2
|A-B~'|=1A]-|B 1|=|A|'E=1=>|AI=IBI

t+1 t —t
t—1 t—-1 t
0 0 t—2

1 t —t
2t—1 t—1 t
t—2 0 t—2

=(t—-2)(t?—1—-t>4+t)=(t—-2)(t—1)

t

4 t+1 _
= 2)|t—1 t—11

1Al =

t—1 t -t
1-2t 2t -1
0 -1 1

t—1 0 -t
1-2t 2t—-1 -
0 0 1

4 |t—1 0 | _, _ _
T l1-2t 2t—1_(t DEe=1

|B| =

Por tanto:

t-2)t-1D)=¢t-1D2t-D=>t-1D(Et-2-2t+1)=0>

t=1
t=-1

Ahora bien, si t=1, el determinante de B es igual a 0; y, por tanto, no existe la inversa de B. La solucion es,

=>(t—1)(—t—1)=0=>{

pues,t = —1.

1 E]l determinante del producto de dos matrices cuadradas del mismo orden es igual al producto de sus determinantes.
2ComoB-B'=I=|B|-|B™Y|=1=|B"! =1/|B|.

313c — 32c.

4 Desarrollamos el determinante por los elementos de la tercera fila.

523c + 32c.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2021. PROBLEMA P3.
Calcula la ecuacion continua de la recta que corta perpendicularmente a las siguientes rectas:

Xx+y=0 y s=—3 z > (2,5 puntos)

{2y+z=0 :x—6_y—6_z—2

Primero obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta r:

x+y=0 X ==y y=a

— — xX=-a
{2y+Z—0:>{Z— 2y:>{
z=-2a

Por tanto, la recta r pasa por el origen de coordenadas, 0(0,0,0), y es paralela al vector ©(—1, 1, —2).

Sea tla perpendicular comun a ry s; y m, el plano que definen las rectas secantes ry t:

Como el vector direccional de la recta r, u(—1, 1, — 2), y el vector direccional de la recta s, ¥(—1, 5, 2), son
perpendiculares a la recta ¢t, su producto vectorial es un vector direccional de dicha recta:

-

1]k R R
1 1 —2|=120+4-4k=4@i+]-k)
-1 5 2

Como el plano m contiene a las rectas ry t, es evidente que pasa por el origen de coordenadas (que esta en
la recta r) y es paralelo a los vectores 1 y w. Por tanto, su ecuacion es:!

Xy z
-1 1 -2[=0=>n=x—-7y—4z=0
31 -1

Sea Q el punto de corte de las rectas sy t. Por ser Q un punto de la recta s:
Q(6—21,6+4+54,2+22)
Y por estar Q en el plano 7, pues pertenece a la recta t, satisface su ecuacién:
6—-A1—7(6+51)—-42+21)=0=>6—-1—-42—-351-8—-81=0=>441=—-44>
x—=7 y—-1 z

=-1 1 = =7 =
=1 =Q(7,1,0)=>t 3 1 1

1 Para simplificar los calculos, hemos sustituido w por w/4.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2021. PROBLEMA P4.
Halla un plano que sea tangente a la esfera de radio 3 y centro (0, 0, 0), y que corte perpendicularmente a
larecta

x—=3 y—4 z+4

r=
2 1 -2
Encuentra el punto de tangencia del plano con la esfera, y calcula la ecuacién continua de la recta que pasa
por ese punto y corta perpendicularmente a la recta r. (2,5 puntos)

a) Ecuacion del plano:
Si el plano m corta perpendicularmente a la recta r, el vector direccional de la recta es un vector
caracteristico del plano. Por tanto, la ecuacion de éste es:
n=2x+y—2z+D=0

Como el plano es tangente a la esfera de centro el origen de coordenadas y radio 3, su distancia al origen
es igual al radio de la esfera:

|D| D=9=m=2x+y—2z4+9=0
d(O,ﬂ)—3=’ﬁ—3=>lDl_9=>{D:—9:>n252x+y—22—9=0

El problema tiene, pues, dos soluciones. Como piden s6lo una, nos quedamos con la primera.

b) Punto de tangencia:

s r La recta s que pasa por el centro de la esfera, o sea, por el origen
de coordenadas, y es paralela a la recta r tiene por ecuacion:
Tt p S x y z
¢ ¢ 27172

Por tanto, el punto P, el punto de corte del plano  con la recta s,
que es el punto de tangencia de la esfera y el plano, tiene por
coordenadas:

P(2a,a,—2a)

Y como esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

4a+a+4a+9=0=29a=-9=>a=-1
Por tanto:
P(-2,-1,2)
c¢) Ecuacion de la recta t:
Sea Q el punto de corte de la recta r y el plano m;. Como Q esta en esa recta, sus coordenadas son:
Q(B+2B,4+pB,—4-2pP)
Y como esta en el plano 4, satisface su ecuacion:
23+28)+4+B—-2(—4-2B)+9=0=26+4+4+P+8+4+9=0=>98=-27=

x+2 y+1 z-2

2p=-3200310=[PQ=(-120)=>s=——=""7-=—




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2021. PROBLEMA P5.
Calcula los siguientes limites:

, Vx
lim (1,25 puntos)
x>+ 4/3x3 4 2062 — V/3x3
1
lim (x . sen—) (1,25 puntos)
X—+0oo X
a)
. Vx Ly Va(V3x3 + 2x% + V/3x3)
im = lim =
x=+0[3x3 4 2x2 —/3x3 2=+ (V3x3 + 2x2 — V3x3)(V3x3 + 2x2 + V/3x3)
2
2 z 2
o VBRI B g <\J3+x+\/§> _ BrxtV3 o
- x—l>I}-loo 3x3 + 2x2 — 3x3 x—IHlOO 2x2 - x—1>r-Poo 2 N
V3+4/3 2V3
= = = '\/§
2 2
b)
sen= 1. cos= 1
lim (x-sen—) = lim X Z lim _x? X lim cos—=cos0 =1
X—>+00 X X—+00 1 X—+o00 _ i X—+o00 X
X x2
De otra forma:
_ 1 . seny 5 sent
lim (x -sen —> = lim = lim =
X—+00 X X—+00 1 t—0 t

1 Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador.
2 Como aparece la indeterminacién 0/0, aplicamos L'Hépital.
3 Hacemos el cambio de variable 1/x = t.




EXAMEN ESTRAORDINARIO DE 2021. PROBLEMA Peé.
Se considera la funcién

m(x+ 1)

f(x) = log, [sen + z(x—5)/2]

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [6, 7]. (1 punto)

b) Demuestra que existe un valor @ € (6, 7) tal que f(a) = 0. Enuncia los resultados tedricos utilizados, y
justifica su uso. (1,5 puntos)

a) La funcion es continua en el intervalo [6, 7].

En efecto:

e La funcion festa definida en el intervalo [6, 7], ya que el argumento del logaritmo es positivo en él:

1 x-5
6SxS7:>1£x—5SZﬁESszlngI/ZSZ("_S)/ZS21=>\/ES2("_5)/2S2é

m(x + 1)

= V2 —1<sen +20675)/2 < 3

. )lci_r)rcllf(x) = f(a)Va € [6,7]:

n(x+1) n(a+1)

lim f(x) = lim log, [sen + z(x-S)/Z] = log, [sen + 2(“‘5)/2] = f(a)
x—-a xX—a

b) Como la funcion f'satisface las condiciones del teorema de Bolzano en el intervalo [6, 7], existe un
valor a € (6,7) tal que f(a) = 0.

En efecto:
12) f(6) - f(7) <0:

—V2 +2v2 V2

5 = log, - = log, 2712 =

7T NG
f(6) = log, <senT + 21/2> = log, <—7 + \/5) = log,

= ! 1 2= ! 1= ! <0
B
f(7) =log,[sen(2m) + 2] =log,2=1>0
22) f es continua en el intervalo [6, 7].

Teorema de Bolzano:
Si la funcién f es continua en el intervalo [a, b] y tiene signos distintos en los extremos de ese intervalo,
existe un valor a € (a, b) tal que f(a) = 0.

1Ya que la funcién exponencial de base 2 es creciente.
2Yaque —1 < sen[m(x + 1)/4] < 1.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2021. PROBLEMA P7.

Se considera la funcién
X
flx) = ’x + sen7

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [1, 3]. (0,75 punto)

b) Demuestra que existen dos valores a € (1,2)y 8 € (2,3) tales que f'(a) = f'(8) = 0. Enuncia los resul-
tados tedricos utilizados, y justifica su uso. (1,75 puntos)

a) La funcion es continua en [1, 3].
En efecto:

e La funcion festa definida en el intervalo [1, 3], ya que el radicando no es negativo en él:

1 X
1<x<3 =>0Sx+sen7s4

. )lci_r)rcllf(x) = f(a)Va € [1,3]:

X Ta
limf(x)=lime+sen—=Ja+sen—=f(a)
x—a x—a 2 2

b) La funcioén f'esta definida en el intervalo (1, 3), ya que en ese intervalo el radicando es positivo:

T X
1+7'COST

2 /x + sennz—x

1 X
1<x<3 :0<x+sen7<4

f'(x) =

Como f satisface las condiciones del teorema de Rolle en los intervalos [1,2] y [2, 3], existen a € (1,2) y
B € (2,3)talesque f'(a) =0y f'(B) = 0.
En efecto:

12) fes continua en [1, 2] y en [2, 3] por serlo en [1, 3].

22) fes derivable en (1, 2) y en (2, 3) por serlo en (1, 3).

3 f(D) =f2)yf2)=f3):
f(1) =1+sen(n/2) =2, f(2) =V2+senw =2y f(3) = /3 +sin(3n/2) = V2

Teorema de Rolle:
Si f es una funcién continua en [a, b], derivable en (a, b) y f(a) = f(b), existe a € (a, b) tal que f'(a) = 0.

1Ya que —1 < sen(mx/2) < 1.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2021. PROBLEMA P8.
Teniendo en cuenta los datos que aparecen en el siguiente grafico, calcula el area de la region sombreada:

oY

0X

(2,5 puntos)

a) Hallamos primero los puntos de corte de la recta y la parabola:

x=0

—y2 = - =
x2—4x=0> x(x+4)—0${x:—4:>A(—4,0)

fX)=3=>—x?—-4x=3>x>+4x+3=0>x=

—4+V16-12 —4+2 (x=-3
2 ) =>{x=—1=>B(—1,3)

b) Calculamos la ecuacién de la recta AB:

-0 _x+4 y

c) Calculamos el area de la region sefialada:

1
x3 x?

s=| I -@+nl-di= [ (xt-sr-wdv =-S5 Do =

6 6

1 5 64 2-154+24 64—-72 11 8 11+16 27
=<——— 4)—(——40+16)= - =—+3= =

9
3727 6 3 6" 2




