EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2020. PROBLEMA P1.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo en los

casos en que es compatible:
(a>=2)x+2y+z=a+2
(@>-2)x+4y+(a+1)z=a+6
(@—-2x+2y+Q2-a)z=a+2

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Aplicamos el método de Gauss:

at-2 2 1 a+ 2 . a*? -2 2 1
<a2—2 4 a+1 a+6>~< 0 2 a
a?=2 2 2—ala++2 0 0 1—a

Estudiamos los distintos casos:

4 1—-a=0>a=1

a+2>3}{a2—2=0=>a=i\/§
V2 -2

19) Sia = —V2, el sistema es incompatible:

0212—\/2302 1 2—x/§402 1 2 -2
0 2 —2 4 ~lo 0 —1—=v2|2+vV2]~|l0 0 —1-=V2|2++2
0 0 1+vV2|V2-2 0 0 1++V2 [V2-2 0 0 0 242

29) Sia = 1, el sistema es incompatible:

-1 2 1
(021

0 0 O

3
»
V2 -2

39) Si a = V2, el sistema es compatible indeterminado y la solucién depende de un parametro:

0 2 1 |24¥2\ (0 2 1 |24V2\ fo 2 1 |[2++2
02 2 4 |~lo o vV2—1|2-v2|~(0o 0 v2-1|2-v2]|"
00 1-v2|v2-2 00 1-v2[+v2-2 00 0 0
2 =2+2 2-V2 (Q2-V2)(V2+1
ﬁ{y“ MG ek VN Gk 1)1 CER 0 NP, S SIP Y SR S
V2-1z=2-2 V2 -1 1
xX=a
>2y=2+V2-V2=2=2y=1={y=1
z=12
42) En los demas casos el sistema es compatible determinado:
2 _ =
(@ =2)x+2y+z=a+?2 V2 —2 VZ=2)a 4—4a—+2a+2a
2y+aZ:4 =S|z = $2y=4— = =
1—a 1—a 1—a
1-a)z=vV2-2

1 Zéf — 1§f; 3§f — 1§f.

Z Como no se puede dividir por 0, tenemos que calcular los valores del parametro que anulan los coeficientes de las incégnitas
que despejaremos luego (caso 49).

32af — 123f,

43af 4 2af.
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a—a*+2-2a—4+2a+V2a-V2+2 a(l-a)-V2(1-a) (1-a)(a—V2)
a 1—a a 1—a h 1—a B
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X =

(@a-v2)(a+v2) | _a+t\2

=a—-V2=2x=




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2020. PROBLEMA P2.
El plano 7 pasa por los puntos P;(2,0,5), P,(1,—2,2) y P;(3,—1, 2). Una esfera con centro en C(0,1, —3)
toca al plano en un tinico punto. Calcula el radio de la esfera y el punto de interseccién. (2,5 puntos)

Calculamos primero la ecuacion del plano 7, que es el plano que pasa por el punto P;(2,0,5) y es paralelo
alos vectores [P, P,] = (—1,—-2,-3) y [P;P;] = (1,—1,-3):

x—2 y z-=5
-1 -2 =-3|=3x—2)—-6y+3(z—-5=3(x—2—-2y+z-5)=0=
1 -1 -3

>n=x—-2y+z—-7=0
Como la esfera y el plano son tangentes, el radio de la esfera es la distancia de su centro al plano:

0-2-3-7] 12 12V6 NG

1+4+1 V6 6
Si Q es el punto de interseccion, la recta CQ es perpendicular al plano 7. Por tanto, el vector caracteristico
del plano 7, ¥ = (1, —2, 1), es su vector direccional. En consecuencia, sus ecuaciones paramétricas son las
siguientes:

r=d(C,m) =

xX=a
CQ=yy=1-2a
z=-3+a

Como el punto Q esta en dicharecta, Q(a,1 — 2a,—3 + ).

Y como el punto Q esta en el plano 7, satisface su ecuacion:
a—21-2a)-34+a-7=0=2>a—-2+4a—-10+a=0>6a=12=>a =2

Por tanto:

Q(2,-3,-1)




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2020. PROBLEMA P3.
Calcula las integrales indefinidas:

x—=7
fxz T x—6 dx f e -sen(2x + 1) - dx (2,5 puntos)

a) Descomponemos el polinomio del denominador en factores:

x’+x—6=0=>x=

—1+VI+24 -145 {x=—3
= =
2 2

Por tanto:

six=2=>-5=5B=>B=-1
six=—-3=>-10=-54A=>A4=2

x—=17 _ A N
(x+3)(x—2) x+3 x-2

=>x—7=A(x—2)+B(x+3)=>{

Ya podemos calcular la integral:

x—7 2 -1
cdx = | ——=-d ——dx=2"1 3] —Inlx —2|+C
G+ 3)x=2) x _fx+3 x+fx_2 x n|x + 3| —In|x | +

b) Vamos a utilizar el método tabular de integracién por partes:

Signo Derivar Integrar
+ sen(2x + 1) ex
1
- 2-cos(2x + 1) 7 @
1
+ —4 -sen(2x + 1) it ex

Por tanto:

1 1
fezx -sen(2x + 1) - dx = > e?* -sen(2x + 1) — > e?* - cos(2x + 1) — f e?* .sen(2x + 1) - dx =

-e?* . [sen(2x + 1) — cos(2x + 1] =

N| =

:>2-fezx-sen(2x+1)-dx=

-e?* . [sen(2x + 1) —cos(2x + ]+ C

ENIE

=>fe2x-sen(2x+ 1) -dx =




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2020. PROBLEMA P4.
x%42 .

Seala funcion f(x) = 1/3+1n 3 SIx < 1.

x%/3 six >1

a) Demuestra que la funcidn es derivable en todo R. (1 punto)

b) Demuestra que existe un valor a € (0, 2) tal que f'(«) = 1. Enuncia los resultados teéricos utilizados y
justifica su uso. (1,5 puntos)

a) La funcion f es derivable en R:

* Es derivable en (—o0,1) U (1. +0):

2x/3  2x v < 1 '()_2 Ve > 1
x2+2)/3 x2+2 f= x

e Es derivable en x = 1:

f'e) =

F0) - F(1) 1+lnx2+2 1 lnx2+2 2x
o fO-f@_ gzthhTm——3 3 1. x2+2_2
f—_xlinf— x—1 —ler{l_ x—1 _xlinf— x—1 _xlg?— 1 3
x? 1
J f) -1 373 _ -1 (x—l)(x+1)_1_ x+1 2
fi=tm sy sl oy s M TS oy Tl =3
Por tanto:
oy (2x/(x*42) six<1
f(x)_{Zx/3 six>1

b) Como la funcién f' satisface las condiciones del teorema de los valores intermedios en el intervalo ce-
rrado [0, 2], existe a en el intervalo abierto (0, 2) tal que f'(a) = 1.

En efecto:

12) La funcién f" es continua en el intervalo cerrado [0, 2]:

e Es continua en [0, 1): )lcl_r)r(ll f'(x) Z f'(a) VYa €[0,1)

» Es continua en (1, 2]: lim f'(x) 2 f'(a) Ya € (1,2]

« Es continua enx=1: f'(1) = 2/3; lim f'(x) £ 2/3; lim f'(x) £2/3
28) f'(0) <1< f'(2):

cf(0)=0<1

' (2)=4/3>1

Teorema de los valores intermedios (propiedad de Darboux):
Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y el nimero d esta entre f(a) y f(b), entonces
existe ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = d.

1 Como sale la indeterminada 0/0, aplicamos L'Hoépital.
2 Es facil verlo.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2020. PROBLEMA P5.
Sabiendo que la inversa de la matriz A es (_i _D y lainversa de lamatriz A - B es (_i

la matriz B.

1), determina

0
(2,5 puntos)

(A-By'=B1-41> (_i é) —p1. (_i _i) 1p. (_i é) - (_i _1

— — -1 — — —
=p=(7 ) (T o) 25 DG 9= )
Calculamos la matriz A - B por el método de Gauss-Jordan:

SO REHHP RO HP NG

1 Multiplicamos por la izquierda los dos miembros de la ecuacién por la matriz B.

2 Multiplicamos por la derecha los dos miembros de la ecuacién por la matriz A - B.
3 La matriz A - B la hemos calculado a continuacion.

413f & af,

523f 4 6-123f.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2020. PROBLEMA Pé6.
Calcula la ecuacion continua de la recta t sabiendo que corta perpendicularmente a las siguientes rectas:

x+2 y z+3

r:{x+2y+z—1=0

s (2,5 puntos)

x+3z—7=0 2 1 0

Un esquema puede ayudarnos a resolver el problema:

4

T
Q

r

t s

Calculamos las ecuaciones paramétricas de larectar: 1

x=7-3a
x+2y+z—-1=0 2y=1—-x—z 2y=1-7+3z—z
= = = = —
{x+32—7=0 {x=7—32 {x=7—3z i_a3+a

Como P es un punto de la recta r:

P(7—-3a,-3+a,a)

Como Q es un punto de larecta s:
Q(=2+2pB,8,-3)

El vector [ﬁ] =(—=9+3a+2p,3—a+f,—3 — a) es perpendicular a los vectores direccionales de las
rectasry s, los vectoresu = (—3,1,1) y v = (2,1,0):

[PQ] -1 = :>{27—9a—6ﬁ+3—a+ﬁ—3—a=0:>{11a+5ﬁ=27
B —18+6a+4f+3—a+L=0 5a + 58 =15

S6a=12=2a=2=10+5=15=>8=1

Por tanto:

{P(l,—l,Z) — x y—-1 z+3
-2

Q(O,l,—3):>[PQ]=(—1,2,—5):>1:EI: :

1 Puede verse otra forma de hacerlo en el problema B2 de junio de 2009.




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2020. PROBLEMA P7.
Calcula los extremos absolutos de la funcion f(x) = e™ - sen(mx) en el intervalo [1/2,2]. Menciona el
resultado teérico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

19) Estudiamos la continuidad de la funcién en el intervalo [1/2,2]:
f(x) =e™ -sen(mx) = f'(x) =m-e™ - sen(nmx) + e™ - 1 - cos(mx)

Por tanto, f es continua en el intervalo por ser derivable en R. Por el teorema de Weierstrass la funcién f
alcanza en dicho intervalo sus extremos absolutos. Estos se encuentran en los extremos del intervalo o
entre sus extremos relativos.

29) Hallamos los extremos relativos de la funcion en el intervalo; y como la condicién necesaria de extremo
relativo es que la derivada valga cero:

f'(x) =0=>m-e™ - [sen(mx) + cos(mx)] = 0 = sen(mx) + cos(mx) = 0 = sen(mx) = —cos(Tx) =

:»tg(ﬂx)=—1=>nx=T+kn=>x=Z+k=1>{§:%4

Estudiamos el signo de la primera derivada en el intervalo [1/2, 2]:

] + ] — ] + ]

12 3/4 74 2

Como f es continua en x = 3/4 y x = 7/4, por el criterio de la variacién del signo de la derivada primera
f tiene un maximo relativo en x = 3/4 y un minimo relativo en x = 7/4.

39) Calculamos los valores de la funcion en los extremos relativos y en los extremos del intervalo:

x f@
1/2 e™/?
3/4 (V2/2) - e3m/%
7/4 _(\/5/2) . e7m/4
2 0

492) Conclusion:

La funcién tiene un maximo absoluto en x = 3/4 que vale (V2/2) - e3™/*

que vale —(v/2/2) - e7™/%,

y un minimo absolutoen x = 7/4

1 Las demas soluciones no pertenecen al intervalo [1/2, 2].




EXAMEN EXTRAORDINARIO DE 2020. PROBLEMA P8.

Sean las funciones f(x) = x/2 + 1y g(x) = Vx — 2 + 2. Encuentra los dos puntos en los que se cortan sus

graficas, y calcula el drea de laregion del plano encerrada entre ambas graficas.

(2,5 puntos)

12) Hallamos primero los puntos de corte de ambas graficas:
f)=gx)=2x/24+1=Vx—2+22x+2=2Vx—2+4>
52Vx—2=x-2>4x-8=x2+4—-4x=>x>-8x+12=0>=
_8i\/m_8i4:1>{x:2

=X

2 2 xX=6
29) Averiguamos la posicidn relativa de ambas graficas en el intervalo (2, 6):
x| f(x) | g(x)
5/2 3

39) Calculamos el area:

6 6 6
Azf[g(x)—f(x)]-dxzf [\/x—2+2—x/2—1]-dx=f [(x—2)Y2+1—x/2] - dx =
=2yt x2/2]°  [(x - 2)%2 x*]° (16 16 4
—[W X~ ] "3z % =(F+6-9)-@-D=F-4=3

2

1 Como se trata de una ecuacion irracional, hay que comprobar las soluciones.




