JuNl O DE 2009. PrROBLEMA Al.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales

dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

X+ y- az= O
{-x+ay+ az=2a+1 (3 PunTO3
x+ y+(a 3-2a)z= a-1
Aplicamos el método de Gauss:
1 1 -a 0 1 1 -a 0 _ _
[—1 a a 2a+1}~1 [0 atl O 2a+1} 2, {22;?1)_0 = {a_ol —
1 1 a3-2a|al 0 0 adalal - a=u,a= =
Estudiamos los distintos casos:
1°) Sia=-1, el sistema es incompatible:
1 1 1] 0
0 0 0|1
0 0 0]-2
2°) Sia=0, el sistema es incompatible:
1 1 00
0 1 01
0 0 0|1
3°) Si a=1, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de un parametro 3:
1 1-110 _ _ _ x=-3/2+ «
02 03| PUED, S (e S v
0 0 O0j0 z=q.
4°) Sia #0ya #*1, el sistema es compatible determinado:
x+y-az=0
a-1 1 1
(atl)y=2a+l —z= - = = = ooa =
{a(a—l)(a+1)z:a-l a(a+l)(a-1) a(a+l) a2+a
2a+1
= (atl)y=2a+1l = y= ;—1 =
_ _ 2atl a -2a-l 1 -2a-1+1 -2a _ -2a
= X=yraz=- 531 ta@rl) - atl Tarl- arl  —atl — [ atl

1 2afy1af, 3af-15f,

2 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem

3vYa gue es un sistema con tres incognitas y dos ecu

Como ya se han estudiado los casos en los que se a
tas que vamos a despejar ahora, podemos hacer esto

cular los valores del parametro que
0s que despejar.

aciones fundamentales.

nulan los coeficientes de las incogni-
tranquilamente.



JuNl O DE 2009. PROBLEMA A2.

+
Encuentra el punto de la recta r =7 =3 = % que forma tridngulo isésceles con los puntos
P(1,3,-2) y Q(3,1,0). (2 PunTO3

PRIMER METODO

P(1,3,-2) Q(3,1,0)

Sea X el punto de la recta que andamos buscando:
X(-2+ o,1-2 o,-2+ )
Como dicho punto equidistade Py Q 1
dXP)=d(X.Q) = \(3 ) 2+(2+2 o) 2+(- 0) 2=/(5- &) 2+(2 @) 2+(2- 0) 2 =

= 9-6 ata?+4+8a+4a2+a2=25-10 at+ol+d4a’+4-4 ot+al =

= 13+2 0=29-14 o = 16 a=16 = a=1 = X(-1,-1,-1)

SEGUNDO METODO

P(1,3,-2) ‘7 Q(3,1,0)

Si M es el punto medio del segmento PQ: M(2,2,-1).

El plano mediador del segmento PQ (que esta formado por todos los
puntos que equidistan de P y Q) pasa por M y tiene por vector carac-
teristicoav  =[PQ]=(2,-2,2)=2(1,-1,1). Por tanto, su ecuacion es:

X-y+z+D=0 = 2-2-1+D=0 = D=1 = x-y+z+1=0
Como el punto X esta en este plano, satisface su ec uacion:

-2+ o-142 a-2+ a+tl=0 =4 0=4 = o=l = X(-1,-1,-1)

1 Aunque hay una cierta ambigiiedad en el enunciado, parece que los lados iguales del trian-
gulo son XP y XQ.



JUNI O DE 2009. ProBLEMA B1.

Dada la matriz A=

-7
3 38
G _3) calcula A yA 38

Calculamos las primeras potencias de A:

G

e

o

Por tanto:

-3
38=A3-12+2 =(A 3) 12.A 2= 2.A2=|.A 2=A2=
ASB=A312+2 =(A3) 12.A2=(l) 12.A2=|.A _A_(_l

(2 PunTO3



JuN o DE 2009. PROBLEMA B2.
Halla la ecuacion continua de la recta que es perpe ndicular 1 a las rectas:

x+3y-z+8=0 X y+2 z-5
rE{x+4y-22+12:O y s ET:%:T (3 Punto3
Hallamos primero las ecuaciones paramétricas de la rectar:
X+3y-z=-8 (1 3 -1 -8) 2 (1 3 -1 -8) X+3y-z=-8
X+4y-2z=-12 7 1 4 -2|-12) 0 1 -1|-4) 7 |y-z=4 -
{x=-8+12-32+z Xiti ¢ P(4,-4,0)
= ly=-4+2 = PTT Y= lde2,L)
Z=a
A continuacion se puede seguir uno de los siguiente s métodos:
PRIMER METODO
Por estar el punto X en la recta r: X(4-2 o,-4+ o, a).
_{x+3y-Z:-8
= | x+4y - 2z=-12

x=p Q(0,-2,5)
e~ 05

Por estar el punto Y en s: Y( B,-2+ B,5-2 P).
Por tanto: [XY  ]=( B-4+2 o,2+ B- 0,52 PB- o).
Como [XY] es perpendicular 3au (-211)yav  (1,1,-2):

[XY]-u =0 {-2 p+8-4 0+2+B- 0+5-2 p-0=0 {-6 -3 B=-15
[XY]-v =0 B-4+2 o+2+B- a-10+4 B+2a=0 3a+6p=12

= oo > G 196 S18) - (55 = 2 -

X(0,-2,2) — X _y2 22
= {Y(l,-1,3) = [XY ]=(1,1,1) = XY=T=7"="7"

1 Deberia decir “que corta perpendicularmente”.

2 paf-1af,

3. Si en la resolucion del sistema que sigue resulta que los puntos X e Y coinciden, eso
significa que las rectas r y s se cortan en dicho p unto. En ese caso, la recta buscada pasa
por ese punto y tiene por vector direccional el pro ducto vectorial de los vectores direc-
cionales de las rectasry s.

4 2af..1af,



SEGUNDO METODO
Como los vectores u y v _ son perpendiculares a la recta que busca-
mos, un vector direccional de ésta es:

r j E — — —> - o >
WEUAV =[2 1 1[=-3i -3) -3k’=-3( + +K)
1 1 -2
Por tanto, la ecuacion del plano T €s:
Xx-4 y+4 z
-2 1 1|=0 = 3(y+4)-3z=0 = y+4-z=0 = y-z+4=0
1 1 1
Como Y estaen larecta s 1.Y( B,-2+ B,5-2 B).
Como Y esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

2+ B-5+2 p+4=0 =3 =3 = P=1 = Y(1,-1,3)

Por tanto, la recta buscada es:

1En lugar de lo que sigue, se podria calcular la ec uacion del plano w'. La recta XY seria
entonces la interseccion de este plano y el plano TT.



JuNlo DE 2009. ProBLEMA Cl.
Halla las integrales indefinidas:

dx dx
fx2-2x-3 y fx2-2x+2 (2 Punto3

PRIMERA INTEGRAL
Como se trata de una integral racional, calculamos las raices del
denominador:

+'\, + =
X2-2x-3=0 = x= 2% ;le =2_4 = {X 3

2 x=-1
Por tanto:
1 _ 1 A B A-(x-3)+B-(x+1)
X2-2x-3 - (*D(X3) - x+L *x3 - X2-2%-3

= 1=A-(x-3)+B-(x+1) = {SI =1 = 124A 5 A=A

Six=3 = 1=4B = B=1/4

En consecuencia:
dx (-4 1/4 _ 1 (1 1 (1 1
jx2-2x-3 ‘jx+l ‘dx+ fx-s X =- 7 JxeTdx+ 7 fx-s dx =

1 1
=- ZInx+1+  Z-In[x-3[+C

Comprobacion:

Loveas Liea VoLl 11 oaBhal 1
- gInx+1+ o 7o nix-3| =X XL A X3 TAxD)(3) x2-2x-3

SEGUNDA INTEGRAL
Como se trata de una integral racional, calculamos las raices del
denominador:

X2-2x+2=0 = x= Z—i\@

5 = las raices son complejas =
. -1=t
= X 2-2x+2=x 2-2x+1+1 =(x-1) 2+12 = hacemos el cambio {)o(lx:dt
Por tanto:
dx dx dt 2
jm = x-1) 2+1 = jt 2+1 - arc g t+C=arc tg(x-1)+C
Comprobacion:
1)7'= 1 _ 1
[arc  tg(x-1)]'= 1+(x-1) 2~ x2-2x+2
1 |as dos integrales son casi inmediatas de tipo log aritmico.

21a integral es inmediata de tipo arco tangente.



JuNl O DE 2009. PrROBLEMA C2.

Demuestra que la funcion f(x=In(1+x-sen X) tiene un maximo relativo en ( n/2, m). Menciona los
resultados  tedricos  que utlices . (3 PUNTOS)
1°) Como la condicion necesaria de extremo relativo es que la de-

rivada valga cero, se considera la funcién 1:
Fix)= sen X+x-cos X
(x)= 1+x-sen x
2°) Como la funcién f' satisface las condiciones del t eorema de
Bolzano, existe aen( w2, m)talque f( a)=0.
En efecto:
ay) f f <0-
12) f( 7/2)-f( 7)<0: 11+ n/2) |-
o f'( n/2)=1/(1+ 7/2)>0. .
o f'( n)=- n/1l=- ©<O0. Cl /2
2%) f' es continua en [ /2, m: S

[ w2 ] &Dom(f)=Dom(f):
*Sia e[ n/2, =]

Sen X+X-Cos X _sen ata:-Cos a _

lim fO)=lim  ~T+xsen x - 1+asen a 1@
3°) Ahora bien, como f es continua en o, por ser derivable en di-
cho punto, y f' es positiva a la izquierda y negati va a la derecha
de a, entonces, por el criterio de la variacion del sig no de la pri-
mera derivada, f tiene en dicho punto un méximo rel ativo.
* ok

NoTA

. 3 4
Si w2 <x<nt =>sen x>0 —=>x-sen x>0 =1+x-sen x>1 = 1+x-sen x>0 >

= fy f estan definidas en [ /2, |
1 os dominios de fy f no son faciles de calcular. Aunque, evidentemente, coinciden, pues
en ambos casos se requiere que 1+x-sen X sea positivo.
2 | a demostracion de esta inclusion esta en la nota al final del problema.

3vYa gue X es positivo.
4 Sumamos 1 a los dos miembros de la desigualdad.



JuNl o DE 2009. ProBLEMA D1.

Demuestra que la derivada de la funcién f(x)= A\ [ sen( %-3 SeNX) se anula en algin punto del in-

tervalo (0, 7/2). Menciona los resultados tedricos que utilices. (2 PunTO$
Primero derivamos la funcion f:
1 1
F(x)= : [sen [%-3 sen Xﬂ =
2 \/sen (%3 Sen Xj
1 T T I coS (%3 > X) T
= .COS [2_3 sen xj. [2.3 sen xj = . Z_(3 sen xy'=

2 \/sen (%3 sen Xj 2 \/sen [%3 sen Xj
T T
cos (2'3 sen Xj n-In 3-cos x-3 S€N X.cos (2'3 sen Xj

= -%-3 Sen X.I|n  3.cos x=
2. \/sen (%3 sen Xj 8- \/sen (%3 sen Xj

A continuacion se puede seguir uno de los dos sigui entes métodos:

PRIMER METODO

Como la funcion f satisface las condiciones del teo rema de Rolle,
existe aen (0, n/2)talque f( o)=0.
En efecto:

12) f(O)=f(  =/2):

«f(0)=  /sen( w/d)= \2/2

«f( wR2)= +/sen(3 m/d)= \2/2
22) fes continua en [0, 7/2] por ser derivable lenR.
32) fes derivable en (0, 7/2) por serlo en R.

ol o 2

1 Ver la nota al final del problema.



SEGUNDO METODO

Como la funcién f' satisface las condiciones del te orema de Bolza-
no, existe o en (0,3 n/8) tal que f( o)=0.

En efecto:

12) f(0)-f'(3 7/8)<0, ya que el signo de f' s6lo depende del pro-

T p .
ducto cos  x-cos (2-3 Sen X), pues todos los demés factores son positivos:

* Signo(f'(0))=+-+=+
«f( w/2)=0 f'(0)

* Signo(f'(3 7/8))=+--=-

CL
22) f es continua en [0,3 /8]: f(3 mn/8)
«[0,3 w8 cDom(f)=Dom(f)= 'R

*Sia €[0,3 7/8]:

T
nt-lIn 3-cos x-3 S€N X.cos (2'3 sen Xj
lim_ f'(x)=lim =
X—->a X—->a

8- \/sen (%3 sen Xj

n-ln 3-cos a-3 Se" a.cos (%3 sen aj
= =f(a)

8- \/sen (%3 sen aj

NOTA
2 3 3n
-1 <sen x<1 =3 -1<3%eNX31 = %SE-B S <7 =
= el radicando es positivo = Dom(f')=Dom(f)=R
1 | a demostracion de esta igualdad esta en la nota a | final del problema.
2 | a funcién exponencial f(x)=3 X es creciente.
3 Multiplicamos por /4.



JuNl o DE 2009. PrROBLEMA D2.

Sabemos que las funciones f(x)= mX-X 2y g(x)=sen X se cortan sélo en dos puntos. Encuentra
esos dos puntos y calcula el area de la region del plano encerrada entre las gréficas de
f(x) y g(x). (3 PunTO3

1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:

— vy 2 1 [x=0
Y=TIX-X o
{y:sen o = XX Z=sen x =

2°) Averiguamos entre 0 y 7 qué funcion esta por encima y qué fun-
cion esta por debajo:

X | Y1 Y 2
/2 ‘752/2- n2/4= n2l4 ~2.5 ‘ 1

39) Calculamos el area:
2 3 T
n X2 X
- x 2- : =g - 5% =
A—fo(nx X 2-sen Xx)-dx (TE 5 - 73 tCoS X)o

3 3 3 3.
:(% %+cos ch -(0-0+cos 0)= %-2 = %

1 Esta ecuacion se resuelve a 0jo.

-10-



