EXTRAORDINARIO DE 2018. PROBLEMAAL.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

(2a-6)x+(3a-6)y+5z=-1 (3 PunTO3

(a-3)x+(a-2)y+2z=-1
{(3-a)x+(a—2)z:a 2-4a+5

Aplicamos el método de Gauss:

a-3 a-2 2 -1 a-3 a2 2 -1 )
2(a-3) 3@2 5 -1 1o a2 1 1 2
3-a 0 a-2 |az-4a+5 0 a2 ala24dat4
a-3 a2 2 -1 a-3=0 = a=3
~ [ 0 a2 1 1 3 1a-2=0 = a=2
0 0 a-1 |a2-4a+3 a-1=0 = a=1
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=1, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de un parametro:
2 -1 2|1 _
[ 0 -1 1 1} N {:Zi(-zy;lzz—-l 4
0 0 0|0 y
2x=1-y+2+2y =3+y y=-3+2X xo
{z:l+y = {Z=1-3+2x:-2+2x = y=3+2 a
z=-2+2 o

29 Sia=2, el sistema es incompatible:

1 0 21 1 0 21
[ 00 1 1]-2 [ 00 1 1}
0 0 1|1 0 0 0|2

39 Sia=3, el sistema es incompatible:

0 1 2j-1 0 1 2j-1 0 1 2|-1
[o 1 1 1] 2 [o 0 -1 2} s [o 0 -1 2}
0 0 2|0 0 0 2|0 0 0 0] 4
49 En los demas casos el sistema es compatible determ inado: 7
(a-3)x+(a-2)y+2z=-1 Za
(@-2)y+tz=1 = p= a-3| = (a-2)y=1-z=1-a+3 =4-a =Y =55 =
(a-1)z=(a-1)(a-3) a-2
4-a 1-a
= (a-3)x=-1-(a-2)y-2z=-1-(a-2)- a2 -2(a-3)=-1-4+a-2a+6=1-a = K= 33

1225, 10f; 3af+10f,

2 3of-2af,

3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que

anulan los coeficientes de las incognitas que despe jaremos luego (caso 4°).

4 Despejamos z en la segunda ecuacion y la sustituim os en la primera.

5 paf.qaf,

6 3af42. 20,

7 En los calculos anteriores hemos comprobado que la s raices del polinomio a 2-4a+5 son a=1
y a=3.



EXTRAORDINARIO DE 2018. PROBLEMAAZ.

Halla el simétrico del punto P(2,5,2) respecto de | arecta
x+1 y-2 z+1
=5 -="7=%5— (2 PunTO3

Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta r

=1+
X+l _y-2 z+1 x_21 2 @
I’=2—_1—2—0L:> y=2- A
z=-1+2 a
De la recta r conocemos, pues, un punto, Q(-1,2,-1) , Y un vector
direccional, u  (2,-1,2):
|
P(2,5,2)
u=(2,-1,2)
® - ® r
Q(-1,2,-1) X
%
Si el punto X es la proyeccién de P sobre r, como X esta en la
recta r, X(-1+2 o,2- o,-1+2 ).
Como las rectas r y s son perpendiculares, sus vect ores direccio-

nales son ortogonales:
uﬁ-[P7]|=0 = (2,-1,2)-(2 a-3,- a-3,2 a-3)=0 =4 a-6+ a+3+40-6=0 =
=909=0 = o=1 = X(1,1,1)

Si Y(x,y,z), como X es el punto medio del segmento PY:
2+ + 2+
SX_q, o1, FZo1 o x=0,y=3, 220 = Y(0,-3,0)



EXTRAORDINARIO DE 2018. PROBLEMAAS.
Dada la funcion f, demuestra que existe ae(0,2) tal que f( a)=1. Menciona los resultados
tedricos empleados y justifica su uso:

+1X X
f(x)= sen (%)-cos %-In(Ze X+2X-X 2) (2 PunTO3

Por la férmula del seno de la suma de dos angulos:
"X _ nLoTX) _can B X T ™) _ X
n|=—5 ]=sen|5+75 |=sen 5:Cos |5 |+COS 5'Sen |5 |=COoS |5
Por tanto:
f(x)= cos{%}ln(Ze X+2X-X 2)

Derivamos la funcién:

2eX+2-2
fx)= - %-Z-COS (%)-sen (%)-In(Ze X+2X-X 2)+ cosz(%)- mé

2ex+2-2
=- %-sen( nX):In(2e  *+2x-x 2)+ COSZ(%)' m

Ahora bien: O<e X 3 0<2e X = 2x-x 2<2eX+2x-X 2 = X(2-X)<28  X+2x-X 2.

Como x(2-x) es positivo en el intervalo (0,2) y nul 0 en los extre-
mos de ese intervalo, 2e x+2Xx-X 2 es positivo en [0,2].
Por tanto, [0,2] c Dom(f)=Dom(f").
* * %
Como f satisface las condiciones del teorema de Lag range en el in-
tervalo cerrado [0,2], existe o en el intervalo abierto (0,2) tal
que:
) f(2)-f(0 In2- e?2)-In 2 4 In 242-In 2 2
f( OL): ( )2(_0) = ( 2) = > :§:1
En efecto:

12) f es continua en [0,2] por ser derivable en [0,2].

22) fes derivable en (0,2) por serlo en [0,2].

12.sen a-cos a=sen(2a).

2 Multiplicamos los dos miembros de la desigualdad p or 2.
3 Sumamos a los dos miembros de la desigualdad 2x-x 2,

4 Por las propiedades de los logaritmos.



EXTRAORDINARIO DE 2018. PROBLEMAAA4.

X

La gréfica de la funcion f(x)= cos - divide al cuadrado de centro (0,0) y lado 2 en tre s
regiones. Calcula el area de cada una de ellas. (3 PunTO3
Primero dibujamos el cuadrado y la gréafica de la fu ncion:
1

N,
% N

el o= 2om B« [o-20) o 20 v 22

Por tanto, como f es par:

A=A

2n-4 2nt+4
noon

Az=4-2-A [=4-



EXTRAORDINARIO DE 2018. PROBLEMABL.
Calcula el valor del parametro t para que se cumpla

siguiente matriz
t 2 t+2
A:(—t t 0 j (2 puntos)

la igualdad |A 1] =-1, siendo A la

0 1 2

El determinante del producto de dos matrices cuadra das es igual al

producto de los determinantes de las matrices facto res:
1 1
AAl=l = |AA 19 =S AA 1=l = A= m: 1 -1
+ +
t2t21t2t22 t+2  t+2 1 1
A= |-t 0O |= |0 t+#2 t+2 | =t 1 5 ‘:t(t+2)- ‘1 2‘:t(t+2)
0 1 2 0 1 2
Por tanto:

t242t=-1 =t 242t+1=0 = (t+1) 2=0 = t=-1

122 412

2 Desarrollamos el determinante por los elementos de la primera columna.



EXTRAORDINARIO DE 2018. PROBLEMAB2.

Encuentra la ecuacion continua de la recta r que co
x+y+z-3=0
r =
2x+z-5=0

Calculamos primero las ecuaciones paramétricas y la

nes lineales de las rectas:

rta perpendicularmente a las rectas:

B {x+y+z-3=0 1 {x+y+5-2x:3 {y:-2+x Xioé P(0,-2,5)
°r =12x+z-5=0 7=5-2x = \z=5-2x = |YTeta —
z=5-2 a
s X2 _y+3 _z1 B = ;;izgi E N {Q(Z,-B,l)
*SE2TTTTTC - V(-
221+ v(-2,1,1)
Por estar el punto X en la recta r: X( o,-2+ o,5-2 ).
Por estar el punto Y en larecta s: Y(2-2 B,-3+ B,1+ B).
Por tanto: [XY ~ ]=(2-2 B- o,-1+ B-o,-4+ P+2aq).
Como [XY] es perpendicular a u “11,-2)yav  (-2,1,1):
[XY]-u'=0 {2-2 B- a-1+ B- a+8-2 B-4 0=0 {60(+3B=9 2
[)(7].\,_’:0 -44+4 B+20-1+ B- a-4+ B+20=0 30+6B=9

=

{-9 B=-9 - {3:1 3 {X(l,-1,3)

30+6p=9

= [XY ]=(-1,-1,-1)

1 Despejamos z en la segunda ecuacion y sustituimos
2Ala primera ecuacion le resto 2 veces la segunda.

3 Silos puntos X e Y coinciden, eso significa que |
to. En ese caso, la recta buscada pasa por ese punt
ducto vectorial de los vectores direccionales de la
tible indeterminado, se trata de dos rectas paralel
te habran salido colineales), y entonces hay infini

o=1

Y(0,-2,2) =

x-1 y+1
=t =71 =71 =

z-3
1

en la primera.

as rectas r y s se cortan en dicho pun-
oy tiene por vector direccional el pro-
srectasry s. Si el sistema es compa-
as (los vectores direccionales dery s
tas soluciones.

s determinacio-

u(1,1,-2)



EXTRAORDINARIO DE 2018. PROBLEMABS3.
Calcula las siguientes integrales indefinidas:

X+1
fx2+3x4 dxy
PRIMERA INTEGRAL:
Calculamos las raices del denominador:

f1+2eX+e2X

X2+3x-4=0 = x=

-3+/9+16 -3 45
2 = =

2
Por tanto:
x+1  _ x+l __A B _AXx+4)+B(x-1)
X243x-4 - (-D)(x+4) -~ x-1 TX+4 -  x2+3x-4
_ Six=1 = 2=5A
= X+1=A(x+4)+B(x-1) = {Si wed  — -3=5B
En consecuencia:
x+1 2/5 3/5 2 1
fx2+3x-4 ‘dx fx 10 JxegdX =5 |3 dxt 5

2 3
=g Inx-1]+  zIn[x+4[+C

Comprobacion:

2X+8+3x-3

Punto$

2 3 ' _
[E"”'X'”* 5 In|x+4| } =5 %1 '5 X+ ~5(x-1)

~5(x-1)(x+4)

SEGUNDA INTEGRAL

ex ex 2 (1
f1+2e><+e2x'dx :fm'dxz pzat :ft 2t

Comprobacion:

2 1 3 1 2
_ 5x+5 5(x+1) o x+1
~5(x-1)(x+4) = B(x-1)(x+4) T X2+43x-4
t -2+1
=ap fC=t ¢
-1 _ exX _ ex
[1+e><} T (1+e X) 27 1+2ex+e2x
aritmico.

1 Las dos integrales son casi inmediatas de tipo log
2 Hacemos el cambio 1+e x=t = e x-dx=dt.
3 Deshacemos el cambio.



EXTRAORDINARIO DE 2018. PROBLEMABA4.
Halla los extremos relativos y los puntos de inflex ion de la funcion
f(x)=x 4-x 2 (3 Puntos)

EXTREMOS RELATIVOS
1°) Derivamos la funcion:

f(x)=  4x3-2x =4x [Xz' %j =4x (X ) \/1_5)()( +\/%j

2°) Estudiamos el signo de la derivada:

+ +

VN O N U

39) Por el criterio de la variacién del signo de la pr imera deri-
vada:

«Enx=-1/ /2 la funcion tiene un minimo relativo que vale y=-1 /4.

* En x=0 la funcién tiene un maximo relativo que va le y=0.

«Enx=1/ /2 la funci6n tiene un minimo relativo que vale y=-1 /4.

PUNTOS DE INFLEXION:
1°) Calculamos la derivada segunda de f:
f'(x)= 12x2-2 =12 [xz- %j =12 (x - ij(x +ij

NOARC
2°) Estudiamos el signo de la segunda derivada:

+ - +

1/ 6 16

39) Por el criterio de la variacién del signo de la se gunda deri-
vada:

«Enx=-1/ /6 la funcion tiene un p. de i. que vale y=-5/36.

«Enx=1/ /6 la funcién tiene un p. de i. que vale y=-5/36.



