EXTRAORDINARIO DE 2016. PROBLEMAAL.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales
suélvelo en los casos en que es compatible:

dependiente del parametro real a y re-

2y+z=1
{(a-l)x+(a+2)y+z:O (3 PunTO3
(a 2-a)x-ay=a+2
Aplicamos el método de Gauss:
z y X z y X
0 2 1| 1 1 2 0 1 1 2 0 1
al a+2 1/ 0 |i|]1 a2 a1 |0 |20 a a1 |-1 |2
az-a -a Ola+2 0 -a az-a |at+2 0 -a a2alat2
z y X
1 2 0 1 _
a=0
-0 a al]- i>{ _ _ _
0 0 a2-1 a+1 a2-1—0 :>a.2—1 = a=+1
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=-1, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de un parametro:
z y X
1 2 o] 1 X=a
+2v= =1-2v=1-24+4x=-1+
0 -1 2|1 {_Zy_?)’(:?l N {;Z/:ig L2abx=1vdx 10
0O O 0] O 7z=-1+4 o
29 Sia=0, el sistema es incompatible:
z y X z y X
1 2 0] 1 1 2 0] 1
O 0-1(-1|=]|0 O0-1(-1
0 0-1|1 0O 0 0] 2
39 Sia=1, el sistema es incompatible:
z y X
1 2 0] 1
0 1 0f-1
0O 0 0 2
49 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:
zt2y=1 a+1l 1
ay+(a-1)x=-1 =>X= g = K=z = ay=-1-(a-1)x=-1-1=-2 =3
(a 2-1)x=a+1
4 atd
= Y= 3 = z=1-2y=1+ a2 = F a3
1 13c 32 Esto supone un cambio de posicion de las incog nitas Xy z, que conviene sefialar

como hemos hecho, pues, de lo contrario, se corre e
es recomendable esta alternativa, salvo que simplif

2 paf-1af,

3 3af+2sf,

4 como no se puede dividir por cero, tenemos que cal
anulan los coeficientes de las incognitas que despe

5 38f.0qf,

| peligro de olvidarlo luego; por eso no
ique los célculos, como en este caso.

cular los valores del parametro que
jaremos luego (caso 4°).



EXTRAORDINARIO DE 2016. PROBLEMAAZ.

Dados los puntos P(1,-2,3) y Q(3,0,-1), encuentra e | punto R que equidista de Py Q y esta
en la recta
x4 y+l z-3
r=— ="3 =1 (2 PunTO3
PRIMER METODO
Como el punto R esta en la recta r:
X=4+ q,
x-4 y+1l z-3
r=—g =3 =1 ~a=I= y=-1+3 a = R(4+ o,-1+3 0,3+ o)
z=3+a

Como el punto R equidistade Py Q:

d(P,R)=d(Q,R) = ~/(B+ a) 2+(1+3 «) 2+a2=1(1+ a) 2+(-1+3 «) 2+(4+ a) 2 =
= 9+6 a+al+1+60+902+02=1+2 a+a2+1-6 a+9a2+16+8 a+a’ =

= 10+12 oa+1102=18+40+1la?2 = 8 a=8 = a=1 = R(5,2,4)

SEGUNDO METODO
Si M es el punto medio del segmento PQ: M(2,-1,1).

x-4 +1 _z-3
r = 1 :y3 = 1 = y:'1+30£
z=3+a
P(1,-2,3) Q(3,0,-1)

El plano mediador del segmento PQ (que esta formado por todos los
puntos que equidistan de P y Q) pasa por M y tiene por vector carac-
teristicoa v H:[I\/I_Qi:(l,l,-Z). Por tanto, su ecuacion es:

X+y-2z+D=0

Como M pertenece al plano mediador, satisface su ec uacion:

2-1-24D=0 = D=1 = x+y-2z+1=0

Al estar el punto R en larectar:

R(4+ a,-1+3 o,3+ o)
Como el punto R esta en el plano mediador (ya que e quidistade P y

Q), satisface su ecuacion:

4+0-1+3 0-6-2 a+tl=0 =2 0=2 = o=1 = R(5,2,4)



EXTRAORDINARIO DE 2016. PROBLEMAAS.
Calcula las siguientes integrales indefinidas:

f%-dx y fx32-x -dx (2 PunTO$
PRIMERA INTEGRAL
3. 3 2
f’;é dx=" f[x2-3X+9' %}-de X 3% r0x-29 Injx+3+C
X 3-2 X+3
-x 3-3x 2 x2-3x+9
-3x 2-2
3x24+9x
Ox-2
_9x27
-29
Comprobacion:
x3 3x2 ' 1  x3+43x2-3x 2-9x+9x+27-29 x3-2
[?' T+9X'29'Inlx+3| j :X2'3X+9'29' X+3 = X+3 = X+3
SEGUNDA INTEGRAL
Calculamos las raices del denominador:
3.x=0 2-1)=0 x=0
XEx=0 =X 120 = yony wenn
Por tanto:
2 2 _A B C  A(x 2-1)+Bx(x-1)+Cx(x+1)
x3-x ~ X(x+1)(x-1) XX TR T x3-X
Si x=0 = 2=-A = A=-2
= 2=A(x 2-1)+Bx(x-1)+Cx(x+1) = Six=-1 = 2=2B =B=1
Six=1 = 2=2C =C=1

En consecuencia:

2 -2 1 1 1 1 1 3
fxg_x -dx ZJT-dX+ fm-dx+ fﬁ-dx =-2- f;-dx+ fm-dx+ fﬁ-dx =

= -2-In|x|+

In|x+1|+In|x-1[+C
Comprobacion:

1 1 1

(-2-Infx|* xtx+l tx1 -

In|x+1]+In|x-1[)'=-2-

-2(x 2-1)+xX(X-1)+x(x+1)

22X 2H2+X 2-X+X 24X 2

= X(x+1)(x-1)

1 Hacemos primero la division. Esta integral también
ble x+3=t.

2 Las tres primeras integrales son inmediatas de tip
tas de tipo logaritmico.

3 La primera integral es inmediata de tipo logaritmi
del mismo tipo.

X(x 2-1) T x3-x

puede hacerse con el cambio de varia-
o potencial y la Ultima, casi inmedia-

co y las dos ultimas, casi inmediatas



EXTRAORDINARIO DE 2016. PROBLEMAA4.

Demuestra gque existe ae(l, \2) tal que f( a)=1, siendo f(x)=In sen (%x 2). (3 PunTO$
Primero derivamos la funcion:
T I T T
oy 2 =.9. Zy 2
sen(4x)_42xcos (4x)
T - T
sen (Z'X 2) sen (Z'X 2)

Ademas, [1, /2] cDom(f)y[1, /2] cDom(f):

f'(X): :%'X'Ctg [%X 2)

1<x<2 =1 X222 = 7<7X 255

* * %
Como la funcién f' satisface las condiciones de la propiedad de
Darboux, 1 existe a en el intervalo abierto (1, A[2) tal que f( o)=1.
En efecto:
12) F)>1>f( Af2): 1
X n_x 2 F——
e f(1)= 3lctg z=5>1 1_____i| _____
n fivs
« f( \2)= 3:/2:0=0 <1. o A
22) f'es continua en [1, \2]: 1
e [1, /2] cDom(f")
. T A
e Sia €[1, 2]
lim “a f'(x)=lim o [%-x-ctg (%x 2)} :%-a-ctg [%-a 2) =f'(a)
1se puede también aplicar el teorema de Bolzano a | a funcién auxiliar g(x)=f'(x)-1. Si lo

intentas, veras que no puede aplicarse a la funcion f el teorema de Lagrange.



EXTRAORDINARIO DE 2016. PROBLEMABL.

Encuentra todas las matrices B que cumplen A-B=B-A, siendo:
A= G D (2 puntos)
Evidentemente, B es una matriz cuadrada de orden do S:
_(*Y
B'(z t)
Entonces:
B 1 1y xyy (xyy(l 1 Xtz y+t N\ (xty x+2y
A-B=B-A = (1 2)' (z t)_(z t)' (1 2) = (x+22 y+2t )_[zﬂ z+2t) =
X+z=x+y y-z=0 y=2 x=b-a
y+Ht=x+2y X+y-t=0 g y=z y=a
= I x+2z=z+t T Ix+z-t=0 ﬁjﬁ_izg = Ix=t-z —~ Yz=a
y+2t=z+2t y-z=0 B t=b
b-a a
= B= a b

Comprobacion:

AB_[l 1) [b-a aj_[b a+bj oA [b-a aj [1 1)_[b a+bj
P71 2)'la b/"latb a+2b T a b/ 2)7\a+tb a+2b



EXTRAORDINARIO DE 2016. PROBLEMAB2.

Encuentra la ecuacion continua de la recta r que pa sa por el punto P(-3,-2,4) y corta a las
rectas
2x+y-z=0 x-1 _y-1 z+3
r 15{3x-y+z-520 y r 2=71 =9 = 3 (3 PunTO3
Sean X e Y los puntos de corte de larectarconr 1y r 2, respecti-
vamente: 1
B 2x+y-z=0
= {3x-y+z-5:O
P(-3,-2,4)

x=1+a
z=-3+2 o
El punto P y la recta r 1 determinan el plano n. Como este plano
pertenece al haz de planos de arista la recta r 1, tiene por ecua-
cion: 2
n=a(2x+y-z)+b(3x-y+z-5)=0
Como el punto P(-3,-2,4) esta en el plano 7, satisface su ecua-
cion:
a(-6-2-4)+b(-9+2+4-5)=0 — -12a-8b=0 = b=-3a/2
Por tanto:
3a 3
a(2x+y-z)-  5(3x-y+z-5)=0 = 2a(2x+y-z)-3a(3x-y+z-5)=0 =
= 4x+2y-27-9x+3y-3z+15=0 = -5x+5y-5z+15=0 = n=X-y+z-3=0
Como el punto Y estaden larectar 2
Y(1+ 0,1,-3+2 @)
Como el punto Y esta en el plano n, satisface su ecuacion:
1+0-1-3+2 0-3=0 =3 a-6=0 =3 0=6 = a=2 =
— X+3 y+2 z-4
Y311 = [PY]5(6,3,-3)=3-(2,1,-1) S =t =55
1 Otras formas de hacer este ejercicio pueden verse, por ejemplo, en el problema B2 del
examen de selectividad de junio de 2007.
2 Otra forma de obtener la ecuacion de este plano co nsiste en hallar un punto y un vector
direccional de la recta r 1.
3 como a #0, podemos dividir los dos miembros por a. (Si a fu ese 0, entonces b también val-
dria 0, ya que b=-3a/2; pero a 'y b no pueden ser si multaneamente nulos.)

-6-



EXTRAORDINARIO DE 2016. PROBLEMABS3.
Demuestra que existe ae(-1,1) tal que f'( a)=1/2, siendo
{/2X2+3X+3 +3.2 x+1 +4

)= Nroeri

Como g(x)= 2<°*3*343.2 **14450 y h(x)=x  4+x2+1>0, entonces Dom(f)=R:

(2 Puntos)

e Una funcion exponencial es siempre positiva.

-1 w14
2 .

o X 4x2+1=0 = x 2=

Alserf=g  14:h Y2 su derivada es la siguiente: 1

(1/4)9 -3/4 g'h 1/2 _(1/2)h -1/2 h'g 1/4 2 g'h_Zh'g
h = T4.g34 3R

f'=

Como, Dbom(g")=Dom(h")=R, g>0 y h>0, también Dom(f") =R:
o g'=(2x+3)-2 X33y 243.2 X1y 2
e h'=4x 3+2x

Por otro lado:
(1) \[2+3+4 _@_E_l
)= \JI+1+1 A3 437
\[128+12+4 \[144 +J12

(W= “Jomr =5 SN SVA=2

* * %
Como la funcién f satisface en el intervalo [-1,1] las condiciones
del teorema de Lagrange, existe a en (-1,1) tal que: L
: _ fQ@)-f(-1) _21 1
F( W= I T 2 T2

En efecto:
12) fes continua en [-1,1] por ser derivable en R.

22) fes derivable en (-1,1) por serlo en R.

1 podemos reducir la derivada de la funcién a la de sus elementos.
2 Multiplicamos numerador y denominador por 4-g 34 .h 12

-7-



EXTRAORDINARIO DE 2016. PROBLEMABA4.

Dadas las funciones f(x)=x 3-x y g(x)=2x 3-2x, encuentra los tres puntos en que se cortan.
Calcula el area de la region del plano encerrada en tre ambas curvas. (3 Puntos)
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
—y 3. =0
y=X=X 3.y=ox 3 3_y= 2.1)= X
{y:2x 3oy = X PXE2X 32X =X 3x=0 = x(x ~1)=0 = 3,24 s x= 41
2°) Averiguamos entre -1y 0y entre 0 y 1 qué funcion esta por

encimay qué funcién esté por debajo:

x_[f6) | 9(x)
12 | 318 | 3/4
172 |-3/8 |-3/4

3°) Calculamos el area: 1

A:Ilo (2X 3'2X-X 3+X).dx+ j(;l(x 3_X_2X 3_2X)dx —
° ! x4 x2 0 x2 x471
:Il (x 3-X)-dX'i' L(X-X 3).dx = [T- 7} +[7_ T} -

T NIRRT

g(x)=2x 3-2x
i f(x)=x 3-x
-1
O 1
-1 =4
1 como las dos funciones son impares, podria calcula rse solo una de las integrales y multi-

plicar el resultado por dos.



