CURs02001-2002.
24 de mayo de 2001. =

1) Calcula:

li X-sen X
>'<To cos x-1

2) Halla a'y b para que la siguiente funcion sea cont
vable en x=1. Calcula la ecuacién de la recta tange
to:

)= ax2+bx+b six <1
(x)= x2-1/x si x>1

3) Encuentra las coordenadas del punto de la gréfica
y=x/1+2x gue se encuentre mas proximo de P(2,0).

4) Halla:

3.4
ﬁ:g_x -dx
5) Discute el siguiente sistema segun los valores del
resuélvelo cuando sea compatible indeterminado:

x+ay+z=a+2

ax+y+z=a }
x+y+az=-2a-2

6) Dada la matriz A:

TERCER (LOBAL

inua y deri-
nte en dicho pun-

de la funcién

parametro y

a) Halla su rango segun los valores de k. ¢Para qué v alores de
k tiene inversa?
b) Calcula su inversa para k=2.
1 0
A= 0 k-1 3
k 1 1
7) Resuelve la ecuacion:
x -1 -1 0
-X x -1 1
1 -1 x 19
1 -1 0 x
8) Halla la proyeccion ortogonal del punto P sobre la rectar:
X+y+z=0
P(1,1,1) r E{2x+y+3221

1 Todos los ejercicios valen lo mismo.
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Ejercicio 1: Calcula:

li X-sen X
>I<rDO cos x-1
* % *

Solucion:

. X:sen X 1, -X:sen X o . X2 _

M) cos x1 = Mo Tcos x = M52z =lim, (-2) =-2
1 Multiplicamos numerador y denominador por -1. Como sale la indeterminacion 0/0, puede ha-
cerse por L'Hépital. También se puede multiplicar n umerador y denominador por cos x+1 y uti-
lizar luego el hecho de que, en x=0, sen X ~X.
2va que, en x=0, sen X~xy1l-cos Xx~x2/2.

-2-
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Ejercicio 2: Halla a y b para que la siguiente funcién sea cont inua
y derivable en x=1. Calcula la ecuacion de la recta tangente en di-
cho punto:

)= {ax2+bx+b six <1
(x)= X2-1/x si x>1

* % *

Solucién:
a) Six #1,laderivada de fes:

B )= 2ax+b  six<l
(x)= {2x+1/x 2 six>1

Si f es continua en x=1, entonces a+2b=0:

o f(1)=a+2b
e lim_ f(X)=lim _(ax 2+bx+b)=a+2b
Xt Xt
e lim, f(x)=lim . (x 2-1/x)=0
St Xt

Si f es derivable en x=1, entonces 2a+b=3:
o f' _(1)=lim , f'(x)=lim (2ax+b)=2a+b
Xt Xt
o f' (1)=lim . f'(x)=lim (2x+1/x 2)=3
XSt XSt

Resolvemos el sistema:

{a+2b:0 1 {a+2b:0

2a+b=3 = |-3p=3 —bP=1 =a=2
* * %
Otra forma de hacerlo es estudiar sélo la derivada en x=1: 2
) L f(x)-f(1) _ . ax?+bx+b-a-2b 3 . 2ax+b
of -(1)—|II‘)I;IH11 1 —I)l(rD11 1 = |I)I;Tl11 1 =2atb
X< X< X<
) L f(x)-f(1) . X2-1/x-a-2b _-a-2b 4 _
of +(1)—|II‘)I;IH11 1 —I)l(rD11 1 =—Q0or = -a-2b=0 =
X> x>
, y x?-1/x-a-2b 3 ..  2x+1l/x 2 _
= f +(1)—I|r)§|ﬁ 1 = |I)I;Tl11 1 =
X> X>

Por tanto, para que la funcién sea derivable, 2a+b= 3. Llegamos,
pues, al mismo sistema que antes.

b) Como f(1)=0y f'(1)=3, la ecuacion de la recta tang ente es:

y-0=3(x-1) = y=3x-3

lala segunda ecuacion le resto dos veces la primer a.
2va gue la derivabilidad implica la continuidad.
3 Como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi tal.
4 si_a-2b #0, este limite seria infinito. Pero es finito, ya q ue la funcién es derivable en
x=1.

-3-
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Ejercicio 3: Encuentra las coordenadas del punto de la gréafica de la
funcion y=  /1+2x que se encuentre mas préximo de P(2,0).
* % *
Solucién:
Sea d la distancia del punto P(2,0) a un punto cual quiera X(X,y)

de la gréfica de la funcion:

@ | P(2,0=)

La distancia de P a X tiene que ser minima:

d=d(P,X)= +/(X-2) 2+y2=+[X2-4x+4+y 2

Tenemos que expresar la distancia en funcién de una sola variable.
Ahora bien, como X pertenece a la grafica de la fun cion, satisface
su ecuacion. Por tanto:

y =4/1+2x =y 2=142x = d =[X2-4x+4+1+2x =+[x2-2x+5

Como d>0, podemos sustituir esta funcion por su cua drado:
C=x2-2x+5
Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:

C=2x2 =0 =>2x=2 =—=>x=1

Para aplicar el criterio de la derivada segunda, 1 derivamos de
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda en x=1:

C'=2 = C"(1)=2>0 = des minimaen x=1
Por ultimo:

x=1 =y =4/3 = X(, +/3)

1 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.
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Ejercicio 4: Halla:

x3-4 q

xX3-x

* * *
Solucioén:

Como se trata de una integral racional en la que nu
minador son del mismo grado, hacemos primero la div

X 3-4 3-x

-X 3+X
X-4

Por tanto:

3-4 X-4
ﬁ&x -dx =j( ) dx —fl dx +jx3-x -

Para hallar esta ultima integral, calculamos las ra
minador: x  3-x=x(x 2-1)=x(x+1)(x-1)=0 = x=-1, x=0, x=1.
Portanto: 1

x3x

TERCER (LOBAL

merador y deno-
ision:

ices del deno-

X-4 X-4 A B C  A(x+1)(x-1)+Bx(x-1)+Cx(x+1)
x3-x T X(x+1)(x-1) XX TR T X(x+1)(x-1)
Six=0 =-4=A =A=4
= X-4=A(x+1)(x-1)+Bx(x-1)+Cx(x+1) = 1Six=-1 = -5=2B = B=-5/2
Six=1 =-3=22C = C=-3/2
En consecuencia:

-5/2 -3/2 1 5 1 3 1 2
jx3 X -dx —j dx + F1 -dx + 1 -dx j;-dx -5 jm-dx -5 jﬁ-dx—
=4-In|x|- g-ln|x+1|- % Injx-1]+ C

Por tanto:
3.
ﬁ3 i -dX =X+ 4:In|x|- g-ln|x+1|- % Injx-1]+ C
Comprobacion:
5 3 ' 4 5 3
_2(x 3-x)+8(x  2-1)-5(x 2-x)-3(x 2+x) _ 2x8-8 x3-4
- 2X(x+1)(x-1) T 2(x 3-x) T x38-x
1 Aplicamos el método de descomposicion en fraccione s simples.

2 La primera integral es inmediata de tipo logaritmo
tipo logaritmo. Si se desea, puede simplificarse el
diante las propiedades de los logaritmos.

y las otras dos, casi inmediatas de
resultado agrupando los sumandos me-
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Ejercicio 5: Discute el siguiente sistema segun los valores del pa-
rametro y resuélvelo cuando sea compatible indeterm inado:
ax+y+z=a
x+ay+z=a+2
X+y+az=-2a-2
* * *
Solucion:
Aplicamos el método de Gauss:
a 1 1 a 1 1 al-2a-2 1 1 a |-2a-2
1 a 1| a+t2 |1 |1 a 1] at2 }? |0 a1 1-a | 3a+4 [
1 1 aj-2a-2 a 1 1 a 0 l-a 1-a?|2a2+3a
1 1 a -2a-2 2-1=0 a=1
(0 a1 1-a | 3a+td | A {az iooc0 = 1. -1E+IT8 _-143 a=1
0 0 2-aa ?/2a2+6a+4 - a= 2 =72 = {a:-Z
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=-2, el sistema es compatible indeterminado y la solucion
depende de un parametro:
- = +
[é 4 5 _22} R {x+y-2222 _ {x=2-2/3-z+22 _ ;_gﬁ; .
0 0 ol o -3y+3z=-2 y=2/3+z Y,
2°) Sia=1, el sistema es incompatible: >
1 1 1|4
0O 0 07
0 0 0/12
39 En los demas casos el sistema es compatible determ inado.
Laaf 30,
2 22f.12f; 32f-a.17.
3 3af422f,
4 como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tendr iamos que despejar luego (caso 3°) si

tuviéramos que hacerlo.
SYa gue contiene ecuaciones incompatibles.
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Ejercicio 6: Dada la matriz A: a) halla su rango segun los valores
de k. ¢Para qué valores de k tiene inversa?; b) calcula su inversa
para k=2.
1 0
A :(‘8 k-1 3}
k 1 1
* % *
Solucién:

a) Aplicamos el método de Gauss:

1 0 Kk 1 0 _ _
{g k1 3} 3 [o k1 3} > e = i
k 1 1 L o 1 -

Estudiamos los distintos casos:
1°) Si k=0, el rango de A es 2:

0 1 0 0 10 0 10 0 10
£0-132003§—001i001
0 0 1 0 0 1 0 0 1

29 Sik=1, elrango de A es 2:

1 1 0 1 10 1 10
£003}§£001}i£001}
0 0 1 0 0 1 0 00O

3° En los demas casos el rango de A es 3y, por tanto , la ma-
triz es inversible.
b) Aplicamos el método de Gauss: >

2 1 0/1 0 O 2 1 0/]1 0 O 2 1 0] 1 0 O
0 1 30 1 o/fjo 12 30 1 o0offj0 1 0/3 13
2 1 10 0 1 0O 0 1/j-1 0 1 0O 0 1/j-1 0 1

2 0 0/]-2 -1 3 1 0 0|1 -1/2 3/2 -1 12 32

~lo01 0/3 1380103 1 3| 5A1=/3 1 -3
0O 0 1/]-1 0 1 O 0 1j-1 O 1 -1 0 1

Comprobacion:

2 1 0 -1 -12 3/2 -2+3+0 -1+1+0 3-3+0 1 0 O
0 1 3} [ 3 1 -3 }: [ 0+3-3 0+1+0 0-3+3 0 1 0
2 1 1 -1 0 1 -2+3-1  -1+1+0 3-3+1 0 0 1

1 3af.12f,

2 paf12f,

3 23£.1/3.

4 3323,

S También puede hacerse por determinantes.
6 2af.3.37,

7 13f.2f,

8 13.1/2.
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Ejercicio 7: Resuelve la ecuacion:
x -1 -1 0
-X x -1 1
1 1 x 1[0
1 -1 0 x
* % *
Solucion:
x -1 -1 0 xx1 -1 -1 O
-X x -1 1 1 0 x -1 1 2
1 -1 x 1f9 > |0 -1 x 1[0 =
1 -1 0 x 0 -1 0 x
x -1 1
=1 |1 x 10 2 (x-1)(x 3+1+xx)=0 =
-1 0 x
x-1=0 x=1
= (x-1)-(x 3+1)=0 = {x3+1:0 = {xz-l

1 1ac+2ac,
2 Desarrollamos el determinante por los elementos de la primera columna.
3 Desarrollamos el determinante por la regla de Sarr us.
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Ejercicio 8: Halla la proyeccién ortogonal del punto P sobre la rec-
tar:
_[x+y+z=0
P(l,l,l) r :{2X+y+3221
* % *
Solucién:
Calculamos las ecuaciones paramétricas y una determ inacion lineal
de larectar:
X+y+z=0 1 [x+y+z=0 X=-y-1-y Xf-l_z ¢ Q(-1,0,1)
2x+y+3z=1 ytz=l 7 =iy 7YY ~ lu=(-2,1,2)
z=1+a ”
Sea X la proyecciéon del punto P sobre la recta r y 7, el plano

perpendicular a r que pasa por P:

P(1,1,1)
u=(-2,1,1)
— - ®
X Q(-1,0,1)
T
Como el plano 7 pasa por P(1,1,1) y tiene a u ~(-2,1,1) como vector

caracteristico, su ecuacion es:

-2x+y+z+D=0 = -2+1+1+D=0 = D=0 = 7n=-2x+y+z=0

Como el punto X esta en la rectar, X(-1-2 o, o, 1+ o).
Por ultimo, como X esta también en el plano 7, satisface su ecua-
cion:

-2(-1-2 o)t oatlto=0 = 2+4 ato+lta=0 =6 a=-3 = o=-1/2 = X(0,-1/2,1/2)

* % %

También puede calcularse el parametro o teniendo en cuenta que los
— . .
vectores [PX ]y u _ son perpendiculares. 2 O considerando que PX es la
minima distancia de P a r. O aplicando el teorema d e Pitagoras al
triangulo rectangulo PQX (en este caso, ademas de X , te saldra como
solucién extrafia Q). 3 Puede calcularse directamente X(x,y,z) tenien-
—> ., —>

do en cuenta que el vector [QX ] es la proyeccion de [QP ] sobre u
lala segunda ecuacion le restamos dos veces la pri mera.
2y que, por tanto, su producto escalar es cero.
3 Al aplicar el teorema de Pitagoras al tridngulo PQ X, siempre sale como una de las solu-
ciones el punto Q de la rectar, ya que, sien la f o6rmula del teorema, sustituyes X por Q,

se obtiene PQ  2+QQ@=PQ, esto es, PQ 2=P(2, lo que siempre es cierto.
-0-



