DERIVADAS LECCION 13
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rivada de una funcién en un punto. Problemas.

1.- Una consecuencia de la regla de L'Hopital

Si f es continua en Xx o, derivable en un entorno reducido de dicho
punto y existe el limite de f' en x 0, €ntonces:

fx o) = lim ()

En efecto:
: i X o) 3 P
foc o=lim, "o = i = im e
* * *
Este resultado nos permite terminar de justificar e | método de de-
rivacion logaritmica. * Habiamos probado por este método que si x #1:
x-1 ) 2
f)= 371 = fX®= (x+1) 2
Y nos preguntdbamos si la formula de la derivada qu e habiamos ob-
tenido era valida también para x=1, esto es, si:
s 2
f= @2
Pues bien, la respuesta es que si, siempre que esa férmula tenga
sentido > para x=1 y se cumplan las condiciones de la propie dad que
acabamos de demostrar, ya que entonces la derivada de fen x=1es:

Iim f(x)=lim 2 = 2
im, FO)=lim__ o) 27 @+ 1) 2

2.- Célculo de la derivada de una funcién en un pun to

La propiedad anterior nos permite calcular la deriv ada de una fun-
cion en un punto de otro modo que aplicando la defi nicién, que es
como lo haciamos en la leccion D-2.

* % %

! Esta propiedad es cierta también cuando se enuncia con los correspondientes conceptos
laterales.
2 gj este limite es finito, f es derivable (y f con tinua) en x 0-
3 Observa que se cumplen las cuatro condiciones que se requieren para poder aplicar la
regla de L'Hopital.
“ Ver el apartado 3 de la leccién D-7.
5 Un ejemplo en el que la férmula de la derivada car ece de sentido para el punto que se
esta estudiando lo tienes al final de esta leccion (ya nos hemos encontrado, de todos mo-
dos, con esta misma situacion en algunos problemas de las lecciones anteriores).



Por ejemplo, calculemos por los dos métodos la deri vada en el ori-
gen de coordenadas de la funcion:

)= X2 six<0
(x)= x3 six =0
Si aplicamos la definicion de derivada de una funci on en un punto,
necesitamos las derivadas laterales, ya que el comp ortamiento de la
funcién f es distinto a izquierda y derecha de O:
. i f(x)-f(0) X200 _
of -(O)—|Ir)l(‘lﬁ 0 —I)l(r%) X = I)l(r%) x =0
X< X< X<
, . f(x)-f(0 . x3-0
of +(O):I|r;lﬁ %zl)@ vk I)l(r%) x2=0
x> x> X<
Por tanto, f'(0)=0.
Si aplicamos el resultado visto en el apartado ante rior, es nece-

sario dar dos pasos:
19) Demostrar que la funcién f es continua en x=0:

o f(0)=0

o lim_ f(x)=lim _ x2=0
x29 X2

o lim _ f(x)=lim _ x3=0
%58 >

29 Calcular la derivada en x=0. Evidentemente:

o 2x  six<0
9= {3¢2 s o0

Por tanto:
1
of _(0) =lim F(¥)=Iim_ _ (2x)=0
X %6
of ,(0) £lim f()=lim  (3x 2)=0

X> X>(9

Por tanto, f(0)=0. En consecuencia:
o 2x  six<0
F(x)= 3x2 six =0

Es imprescindible conocer los dos métodos, ya que u nas veces es
mas comodo aplicar el primero y otras, el segundo.

! Como f es continua por la izquierda en x=0, deriva ble en (- ©,0) y existe el limite
lateral izquierdo de f' en 0, entonces podemos apli car la propiedad vista al comienzo de
la leccion, pero referida aqui a la derivada latera | izquierda.

2 ldem, pero referida ahora a la derivada lateral de recha.
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* % %

Si se usa el segundo método, es necesario probar pr imero que la

funcién es continua en el punto en el que se quiere calcular la de-
rivada.
Vedmoslo mediante otro ejemplo. Calculemos la deriv ada de la si-

guiente funcion:

f(x)= X2 six <0 F(x)= 2x six<0
(x)= 14x3 six>0 (x)= {3X2 si x>0

Solo falta calcular la derivada en x=0.

Ahora bien, si descuidadamente so6lo das el segundo paso, como la
derivada a izquierda y derecha de 0 es la misma que en el ejercicio
anterior, repitiendo los calculos resulta que f'(0) =0. Sin embargo,
la funcién no es derivable en x=0, ya que no es con tinua en dicho
punto, como se puede demostrar con facilidad.

Si aplicas el primer método, no se requiere probar la continuidad:

, iy f(x)-f(0) o x20 _
of -(O)—|Ir)l(‘lﬁ 0 —I)l(r%) X —I)l(r%) x =0
xX< xX< xX<
, . f(x)-f(0 . 1+x3-0 1
ot et OO 0 L
X> x>
Esto es, la funcién no es derivable en x=0, y, por tanto:
o 2x  six<0
0= {32 5ixo0
* % *
Otro ejemplo. Queremos calcular el dominio de deriv abilidad de la

siguiente funcion:

f(x)=cos  +/x
Para ello, calculamos su derivada:

f(x)= -sen \/; 2.];/; — 'Sze.n\/_;/i

Parece, pues, que Dom(f)=(0,+ ).
Sin embargo, Dom(f')=[0,+ 0):

\ 1, e N 1T
f(0) =f.(0=lim  fe)=lim _

! También podemos calcular '(0) aplicando la defini cion de derivada de una funcién en un
unto.
E)Ya que sen f ~fsifes uninfinitésimo.
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3.- Problemas

1) Calcula el valor del parametro k para que la sigui

sea continua en x=0:
_ k six=0
f(x)= {xx si x>0

2) De las siguientes funciones se quiere saber lo sig

ente funcié

uiente: a) ¢es

continua en x=07?; b) ¢es derivable en x=07?; c) ¢es f' continua en
x=07?; d) ¢es f' derivable en x=07?
sen x In(1+x) .
a) f(x)= — #0 b) f(x)= {—x six #0
1 si x=0 1 si x=0
3) Halla el dominio de derivabilidad de las siguiente s funciones:
a) f(x)= ~/x-(1-cos x) b) f(x)= ~/x(x-1)-arc tg x
c) f(x)= ~/x+1:(e x*1-1) d) fx)= ~/x-1-(x n-1)
4) Calcula: *
. 1+cos( mXx) . In cos(6x)
a) lim =1 B) im 1ncos(3x)
. cos(ax)-1 . a
C) Il)r(n_)0 cos(bx)-1 d) I)I(II])+00 (x-sen x)
. -1 . n
&) lim o= ) lim  —5
x>l 7 x- 5-sen(2x)
. x-arc sen X . In(2x 2-1)
9) lim Sen x-cos x n) Iim . gD
B X-e 2X-@ 2X-x+1 B x-arc sen X
I) Il)r(-n_)o ex-1 J) Il)r(-n_) sen 3x
520
. tg x-sen Xx . In 2x
9 o sendx L LS
; eXZ_l L, 1+x
m) Il)r(n_)0 Sen 2x n) Il)r(n_)1 Tx arc cos x
A i X-tg X i In cos x
f) lim Ssen x 0) Im ' Sen?(x/2)
li X-sen X | (2-x)e  x-x-2
p) lim o xsen x 4 lim X3
. sen X-x+x 3/6 Ccos X-1+x 2/2
") II)I;n—>O X3 =) I)I;n—>0 X2
. arc tg Xx-x+x 3/3 . ex-1-x-x  2/2
g II)I;n—>O X3 ) II)I;n—>O X2
. ‘1l ctg X . sec 2x-2tg X
v lim,, (XZ' X ) X lim . T+cos(@x)
. oex-exX . (ex1)tg 2X
¥) lim ~senx z) lim ~x{T-cos X

! Seguimos con los limites de L'Hopital.

n
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