CurRs02010-2011. ExXAMENFINAL
16 de junio de 2011.

1) (1,2p) Encuentra el valor del parametro k para que la siguiente
funcion sea continua en x=0:

= x:In  x six>0
()= {k si x=0
2) (1,3p) Comprueba que f'(x)= \J4-x 2 es la derivada de la funcion:

f(x)=2-arc sen %+ % \J4-x 2

3) (1,2p) Halla k para que la funcion f(x)=x-e kxtenga un extremo
en x=1. ¢ Es un maximo o un minimo? Con ese valor de k, estudia luego
la concavidad, la convexidad y los puntos de inflex ion.

3) (1,2p) Demuestra que la funcion f(x)=e 1x +x2 tiene un minimo re-
lativo en el intervalo (1,2). Menciona los resultad os tedricos que
utilices.

4) (1,3p) Halla una primitiva de la siguiente funcion y comprueba
el resultado:

X+1
f(x)= x-1) 2

5) (1,2p) Discute el siguiente sistema segun sean los valores del
pardmetro a. Resuélvelo en el caso de que sea compa tible indetermi-
nado:

ax-y=a+1
ax+ay+a 2z=3a
ax-y+(a-a 2)z=1-ba

6) (1,3p) Sabiendo que |A|=10, calcula |B|:

a b c -2e -2t -2d
A=ld e f B= -2b  -2c -2a
g h i -2h  -2i -29
7) (1,2p) Halla la ecuacion de la recta s que pasa po r P(1,1,1),
=1
es paralela al plano n=X-y+z-3=0y corta a la recta r = {));:3 :

8) (1,3p) Halla la distancia entre las rectas ry s:

X-2y-1=0 X _ _z-3
E{y+z:O s ==yl =77

NoTa: Solo debe entregarse uno de los dos problemas akfilos con el nimero 3. Si se entregan los dosceeregiran ambos y la
puntuacion correspondiente a dicho ejercicio seralpeor de las dos notas.



CURs02010-2011. EXAMENFINAL
Ejercicio 1: Encuentra el valor del parametro k para que la sig uien-
te funcién sea continua en x=0:

¢ x:In x six>0
X)= . 1,2 PunTO
%) k si x=0 ( i
* % *
Solucion:
Para que la funcion sea continua en x=0 el valor de | parametro k

debe ser O:

o f(0)=k

] 1. . In x 3 1/x ] B
'IQLO f(x) = Il)r(n_)(g)(x In x) =1i N LIX - I)r(n_)(g) /X 2—I|m6)(-x) =0
x> x> x> x>
lva que Dom(f)=[0,+ ).
Transformamos la indeterminacion 0-(- ) en la indeterminacion - oof+ 0.

3 Como sale la indeterminacion oo/ o, aplicamos L'Hopital.

-2-
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Ejercicio 2: Comprueba que f'(x)= \/4-x 2 es la derivada de la funcion:
X X
f(x)=2-arc sen 5 +5- \J4-X 2 (1,3 PunTO$
* %
Solucién:

Derivamos la funcion f:

oo 1 1.1 X2 1 4-x 2 X2
fx)= 2 \2 2 74 7 2-4[4x 2" x2+ 2 " 2.\Jax2~
1- |2 T4
2
1 4-x 2 X2 1 42 X2
= + - = - =
4-x2 2 2.:[4Ax27 +[4x? 2 2.4[4x?
4 2
__ 2 N4x 2 X2 4+4-x 2-x 2 82x 2 _ 2(4-X 2)
TNAx2 2 T 2.4[Ax 27 2:4[4x2 T2-4[4x 27 2-4[4x 2 =4
Aunque el célculo realizado para obtener la derivad a carece de
sentido para x=-2 y x=2, el resultado final es apli cable también pa-
ra ellos. En efecto, como la funcién f es continua en dichos pun-
tos: 1
of(-2)  2f .(-2= lim f(x)= lim /X 2=0
X X5F
of(2)= 2f (2= lim f(x)= lim ~/4x 2=0
X2 X4
Por tanto, f'(x)= \[4-x 2 y Dom(f)=Dom(f)=[-2,2].

1 Es facil demostrarlo.
2va que Dom(f)=[-2,2].
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EXAMENFINAL

Ejercicio 3: Halla k para que la funcion f(x)=x-e k< tenga un extremo
en x=1. ¢ Es un maximo o un minimo? Con ese valor de k, estudia luego
la concavidad, la convexidad y los puntos de inflex ion. (1,2 PunTO$
* % *
Solucién:
19) Como la funcion tiene un extremo en x=1y la condi cion necesa-
ria de extremo relativo es que la derivada valga ce ro, f'(1)=0:

f(x)= 1l-e & +x.e *.(-k) =ek-kx-e * =(1-kx)-e
= f'(1)=(1-k)-e k=0 5 1k=0 =k=1

29 Para averiguar si se trata de un maximo o de un mi
aplicar el criterio de la derivada segunda: 2

fy= *@1xe * =
S f'X)= (-1)e X+(1-x)e (1) =ex(-1-1+x)=(x-2)-e
= f'(1)= -le 1=-1e <0

Por tanto, se trata de un maximo relativo.
39 Para estudiar la concavidad y la convexidad utiliz
terio de la derivada segunda:

f'(X)=(x-2)-e X

Intervalos (- ©2) (2+ o
f' es - +
fes concava | convexa

Como f' es continua en x=2 (por ser derivable en di

-kx =

nimo vamos a

-X —

amos el cri-

cho punto), en-

tonces, por el criterio de la variacion del signo d e la derivada se-
gunda, 4 la funcién tiene un punto de inflexién en x=2, cuy a ordenada
esy=2/e 2:
f(2)=2-e 2=2/e 2
lva que el segundo factor (una funcién exponencial) es positivo.
2 También puede hacerse con el criterio de la variac ion del signo de la derivada primera.
3vYa que k=1.
4 Los puntos de inflexion pueden estudiarse también por el criterio de la derivada tercera.
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Ejercicio 3: Demuestra que la funcion f(x)=e Ux +x2 tiene un minimo
relativo en el intervalo (1,2). Menciona los result ados tedricos que
utilices. (1,2 PunTO3
* % *
Solucion:
19) Como la condicién necesaria de extremo relativo es que la de-

rivada valga cero, se considera la funcién:

, -1 2x3-e X
F)= e .Ssg+2x=""~7—
2% Como la funcién f' satisface las condiciones del t eorema de
Bolzano, existe o en (1,2) tal que f( o)=0.
En efecto:
19 f(1)-F(2)< 0: 16-ye
o f'(1)= 2-e <0. 1
16- /e
o f'(2)= 4\/_ > 0.
1
2%) f' es continua en [1,2]: .
e[1,2] cDom(f)=Dom(f)=(-  ©,0) U0+ o). ’
2-
eSia <[1,2]: ¢
3 ! . 2x3_e 1/x B 2a3_e 1/a o
I)'(Ta F(x)=lim X>a x2 = a? =f(a)
3° Ahora bien, como f es continua en o, por ser derivable en di-
cho punto, y f' es negativa a la izquierda y positi va a la derecha
de «, entonces, por el criterio de la variacion del sig no de la de-
rivada primera, f tiene en dicho punto un minimo re lativo.
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Ejercicio 4: Halla una primitiva de la siguiente funcién y comp
el resultado:
X+1
f(x)= (x-1) 2
* % *

Solucién:

Para calcular la integral indefinida de la funcién
cambio de variable: x-1=t = x=t+1 = dx= dt.

EXAMENFINAL
rueba

(2,3 PunTO3

f hacemos el

X+1 +2 t 2 1
x-1) 29X :ﬁt_z'dt =ﬂt—2+t—2)-dt :ft—-dt+2- ft-Z-dt: !

t -2+1 2 2
=hnft+ 2 +C=hlt- £+CEInjx1- 7 +C
Comprobacion:
nlx-1 2y 1 -2 x-1+2  x+1
nfx-1- x-1 ) "x1 " (x1) 27(x-1) 27 (x-1) 2
lia primera integral es inmediata de tipo logaritmo y la segunda, inmediata de tipo poten-

cial.
2 peshacemos el cambio.
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Ejercicio 5: Discute el siguiente sistema segun sean los valore s del
parametro a. Resuélvelo en el caso de que sea compa tible indetermi-
nado:
ax-y=a+1
ax+ay+a 2z=3a (1,2 PunTO$
ax-y+(a-a 2)z=1-ba
* % *
Solucion:
Aplicamos el método de Gauss:
a -1 0 | at+l a -1 0 |atl a=0
a a a2 | 3a |10 atl a? |2a1 | 3% {a+l=0 —a=-1
a -1 a-a?|l-5a 0 0 a-a?| -6a a-(1-a)=0 — a=0, a=1
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=-1, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de un parametro:
-1 -1 0] O -1 -1 0] 0 _ _ X=- o
0O 0 -2] 6 0O 0 0] O 7z=-3
29 Si a=0, el sistema es compatible indeterminado y | a solucion
depende de dos parametros: 4
0 -1 0] 1 0 -1 0]1 X=al
0 1 0[-1/2]0 0 0/0| 5>-y=1 =y=1 = qy=1
0O 0 0] O 0O 0 o0jo z=B
39 Sia=1, el sistema es incompatible: 6
1 -1 0| 2
0 2 1|1
0O 0 0|-6
49 En los demas casos el sistema es compatible determ inado.
1 2af.12f; 38f.1f,
2 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tendr iamos que despejar en el 4° caso (si tu-
viésemos que hacerlo).
3 384+2.29f,
4 va gue el nimero de incégnitas menos el niumero de ecuaciones fundamentales es dos.
S af+13f,

6 va gue la tercera ecuacion es incompatible.
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Ejercicio 6: Sabiendo que |A|=10, calcula |B]:
a b c
A=|d e f B=
g h i
Solucion:
-2e  -2f  -2d
B= |-2b -2c  -2a | 2 (-2)(-2)-(-2)-
-2h  -2i -29
d e f a b
=8 |la b c|Zg |d e
g h i g h

1 Extraemos el factor -2 de las tres filas fuera del
2 1ac 5 38¢.
3 2ac ¢ 38¢.
418 o 00f,

-+ 0

2e -2f
-2b
-2h  -2i

-2C

determinante.

EXAMENFINAL

-2d
-2a
_2g
(1,3 PunTO$
d f e
2 8- la ¢ b 3
g I h
=8-10 =80
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Ejercicio 7: Halla la ecuacion de la recta s que pasa por P(1,1 1),
x=1
es paralela al plano T=X-y+z-3=0y cortaalarectar E{y:S' (1,2 PunTO$
* % *
Solucion:
Hallamos las ecuaciones paramétricas (y una determi nacion lineal)
delarectar:

x=1 =1 10(1,3,0)
{ 3 = |

_n = Y= 5
y=3 =g, v(0,0,1)
Sea s la recta que andamos buscando y X el punto en el que corta a
la rectar: 1

T /
7y
Como X pertenece a la recta r, satisface su ecuacio n, X(1,3, o).
Como el punto P no pertenece a la recta r, ya que n o satisface su
ecuacion, [PX H]=(0,2, a-1) es un vector direccional de la recta s.
Como la recta s y el plano 7 son paralelos, el vector direccional
de la recta y el vector caracteristico del plano, u ”=(1,-1,1), son

perpendiculares. Por tanto:

[PX]1lu = [PX]u’=0 = (0,2, o-1)(1,-1,1)=0 = 0-2+ o-1=0 = 0=3 =

x-1 y-1

— [PX ]2(0,2,2)=2-(0,1,1) o px X=X 22

* % %

También puede calcularse a teniendo en cuenta que el punto X per-
tenece al plano paralelo a 7 que pasa por P. Otra forma de hallar s
es como interseccién de este ultimo plano con el de terminado por el
punto P y la rectar. 2 O calculando directamente un vector direccio-
nal, éste es el producto vectorial de u Ty VHA[QB], ya que ambos son
perpendiculares a la recta s.

1 Evidentemente, la recta r y el plano T se cortan en un punto, ya que el vector direccio-

nal de r y el vector caracteristico de © no son perpendiculares (su producto escalar es
distinto de cero).

2 Este segundo plano queda determinado, evidentement e, por el punto Q y los vectores [QP
V', pero también puede calcularse teniendo en cuenta que es el plano del haz de arista r,
a(x-1)+ B(y-3)=0, que pasa por P.

—

ly
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Ejercicio 8: Halla la distancia entre las rectas r y s:
X-2y-1=0 X _z-3
r Ey+z:O S :2—y-1 = (1,3 PunTO$
Solucion:
Hallamos una determinacion lineal de cada una de la S rectas:
{X-Zy-lzo {x:1+2y x=1+2a {P(l,o,O)
_ _ = 1y=a - 15
y+2=0 z=-y U=(2,1,-1)
X _ 1 _z-3 - Xx-0 y-1 z-3 N {Q(Ql’?’)
2°Y 4 71 2 -1 71 V=(2,1,-1)
Como se trata de rectas paralelas, ya que tienen el mismo vector
direccional, y [QP H]:(1,-1,-3):
A M °¢
QP |2 3 G| sk
_ _ lQPTAv] ]2 1 -1]|_J4i -5 +3K| _
d(r,s)= d(P,s)= v = N7rEs = N =
_x/16+25+9 _\/50 _\/25 _5
- A6 4B 3 4B
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