Curs02010-2011 DERIVADAS
26 de noviembre de 2010.

1) (1p) Define funcion derivada.
2) (1p) Demuestra que la derivada de y=In x es y'=1/x.

3) (1p) Enuncia el criterio de la derivada segunda pa ra el estudio
de la curvatura y los puntos de inflexion.

4) (1p) Halla la ecuacién de la recta tangente ala c urva 2y 2=x3+yx
en el punto de abscisa 1.

5) (1p) Halla dos puntos Ay B de la curva y=x 3 tales que la dife-
rencia de sus abscisas sea 2 y que la recta que pas a por ellos tenga
pendiente minima.

6) (1p) Dada la funcion f(x)=2x 2.cos(2 m/x), demuestra que existe o
en (1,3) tal que f'( o)=-1. Menciona los resultados tedricos que uti-
lices.

7) (1p) Halla:

li X 1
M %1 " Tn x

8) (1p) Calcula a, b y c sabiendo que la funciéon y =ax3+x2+bx+c
tiene un minimo en (0,0) y que la pendiente de la t angente de infle-
xion es 1/3.

9) (2p) Estudia y representa la grafica de la funcién

o =D
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Ejercicio 4: Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva de
ecuacion 2y 2=x3+yx en el punto de abscisa 1. (1 PuNTQ
* % *

Solucién:

1°) Calculamos la ordenada del punto de tangencia:

1ix/1+8_1i3 y=1 2
i "7 = {y:-1/2 =y=1

2y2=x3+y* =X 2y 2=1+y =2y 2-y-1=0 = y=

2°) Para hallar la pendiente, derivamos la funcién: 3

2y2=x3+yX 2y 2=x3+eXIn ¥ — 4yy'=3x 24+eXM V.(x:In y) =

= 4yy'=3x  2+y*. (In y+X- yT)

39 Calculamos la pendiente en el punto de tangencia:

4yy'=3x 2+yx'('” y+x: yT) 2 4y=3+ty  =3y=3 o=y= 1

Resumiendo:

X|Yyly
1/1]1

4°)  Por tanto, la ecuacion explicita de la recta tange nte es:

y-1=1-(x-1) =>y-1=x-1 =y=x

lva que x=1.

2 como y x es una funcién potencial-exponencial, la base debe ser positiva.

3 Por el método de derivacion implicita.

4 Aunque el sumando y x se puede derivar aparte por el método de derivacio n logaritmica, es
mas comodo escribirlo como funcién exponencial de b ase e.

SYa que x=1ey=1.
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Ejercicio 5: Halla dos puntos A y B de la curva y=x 3 tales que la
diferencia de sus abscisas sea 2 y que la recta que pasa por ellos
tenga pendiente minima. (1 PuNTQ
* % *
Solucién:
Como los puntos Ay B pertenecen a la curva y la di ferencia de sus
abscisas es 2, si A(a,a 3), entonces B(at+2,(at2) 3).

La pendiente de la recta AB tiene que ser minima:

[A?]:(a+2-a,(a+2) 3-a3)=(2,a s°+6a2+12a+8-a 3)=(2,6a 2+12a+8) =

6a2+12a+8
> m=—"% ——=3a*+6a+4
Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:

m' =6a+6 =0 = a=-1

Para aplicar el criterio de la derivada segunda, 1 derivamos de
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda en a=-1:

m"=6 = m"(-1)=6>0 = m es minima en a=-1

Por tanto, A(-1,-1) y B(1,1).

1 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.
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Ejercicio 6: Dada la funcién f(x)=2x 2.cos(2 mx), demuestra que exis-

te «aen (1,3) tal que f( a)=-1. Menciona los resultados teoricos que

utilices. (1 PunT9
* % *

Solucién:

Primero 1 derivamos la funcion:
f'(x)=4x-cos %+2x2- (—Sen 2_7°j (2_j -

X X
2n 2n (27 2n 2n
=Ax. Z= oy 2. = | ==|=4x- = . =
4x-cos — 2X 2-sen X X2 4x-cos —~+4m-sen —
Como la funcién f satisface las condiciones del teo rema de Lagran-
ge, 2existe  « en el intervalo abierto 3 (2,3) tal que:
2n
18-cos »3-8:cos =
f(3)-f(2 3 -1
f( )= ©) 3(2) = T =18- 5 -8:(-1) =-9+8 =-1
En efecto:
1%) fes continua en el cerrado [2,3] por ser derivabl eenR*. 4
2%) fes derivable en el abierto (2,3) por serlo en R*
INNIE
[ N
24
-81_
-9 L
1 En realidad el primer calculo que hay que hacer es [f(3)-f(1))/(3-1). Como no sale -1,
hemos calculado [f(3)-f(2)]/(3-2). Al salirnos ahor a -1, podemos aplicar el teorema de La-
grange al intervalo [2,3], que es lo que hacemos en el texto.
2 También podria hacerse el problema probando que la funcion ' cumple las condiciones de
la propiedad de Darboux o que la funcién g(x)=f(x) +1 cumple las del teorema de Bolzano o
que la funcién g(x)=f(x)+x cumple las del teorema d e Rolle.
3Si o estaen elintervalo (2,3), también esta en (1,3).

4 R*=R-{0}.
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Ejercicio 7: Halla el siguiente limite:

i X 1
M, x1 " 1In x (1 Puntg
* % *
Solucion:
i X 1 i x:In  x-x+1 1 i In x+1-1
M %1 " In x)=IM %D x= "M, x-1 -
In X+ ——
i xIn x 1 i In x+1 1
=M SIn x#x-1 - "M Tn x+1+1 ~2
1 como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi tal.

2 Multiplicamos numerador y denominador por x.
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Ejercicio 8: Calcula a, b y ¢ sabiendo que la funcion y =ax 3+x2+bx+c
tiene un minimo en (0,0) y que la pendiente de la t angente de infle-
xién es 1/3. (1 PunT9
* % *

Solucién:

Teniendo en cuenta la condicién necesaria de extrem o relativo, el
dato de la pendiente de la tangente de inflexion y la condicién ne-
cesaria de punto de inflexiébn, podemos recoger la i nformacién en la

siguiente tabla:

X|y|y |y
0[0] 0
X 173 |0
Como y=ax 3+x2+bx+c, entonces y'=3ax 2+2x+b e y"=6ax+2.
Como el punto (0,0) pertenecen a las gréaficas de la s funciones y e
y', y los puntos (x,0) y (x,1/3) a las de las funci ones y" e V',

respectivamente, tenemos lo siguiente:
y(0)=0 = c=0
y'(0)=0 = b=0
y'(X)=0 = 6ax+2=0 = 3ax+1=0

y'(¥)=1/3 5 3ax 242x=1/3 = 9ax 2+6x=1

Por ultimo, resolvemos el sistema formado por las d os Ultimas
ecuaciones:
3ax+1=0 1 -1
loaxesoxel =85 3% =9 Fox HOEL =

= -3x+6x=1 = 3x=1 = x=1/3 > a=-1

lva que b=0.
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Ejercicio 9: Estudia y representa la gréfica de la funcion:
(x+1) 2
f(x)= 0 (2 PunTO3
* % *
Solucién:
1°) Dominio: (- ©,0) U(0,+ o).
29 Paridad: como el dominio es simétrico respecto del origen de

coordenadas, calculamos f(-x):

La funcion no es ni par ni imp

(x+1) 2

f(-x)= X

ar.

39 Periodicidad: la funcion no es periddica.

49) Cortes con los ejes:

a) ConOX:y=0 = (x+1) 2=0 = x=-1.
b) Con OY:como x #0, no hay cortes.

59  Signo de la funcién:

1

6°) Asintotas y ramas parabdlicas:
a) Larecta x=0 es asintota vertical:

.o (x+1) 2 1
X

lim f(x)= lim
X—> X—>
X< X<

1 _ e (1) 2 1

b) La recta y=x+2 es asintota oblicua en - oyen+ oo

k=lim f(x)=Iim lim
X—>+o0 X—>o0 X

f(x)

m=Iim ——Z—=Iim
X

|
-t X Xt X2 Xt 2X

b =)1|_)mi . [f(x)-mx] =)l

Posicion relativa:

fx)-y

(x+1) 2 > 2(x4:rLl) i

X —>100

+1) 2 2(x+1 3 2
u:2 M:Z Iim §:I|m 1=1
X—t0 X—>*

lim

. (x+1) 2 . X242x+1-x 2 2x+1
im [ =lim ——————=| =

-+ X—>F00 X X—to X

L2
= |im I:hm 2=2
X—tw0 X—>too

_(x+1) 2 _X24+2x+1-x 2-2X

1
X X X

1 Hemos sefialado el origen para recordarnos que no p ertenece al dominio de la funcion.

2 Como sale la indeterminacion

o/ o, aplicamos L'Hopital. También puede hacerse sacand o}

factor comin en numerador y denominador la respecti va maxima potencia de x, simplificando a

continuacion. O teniendo en cuenta que a

oFar-X+a X 2+..+g-X N~a,Xnen+ wcoyen- oo,

-7-



Por tanto, como 1/x es negativo en - o Yy positivo en + o, la funcién

esta por debajo de la asintota en - o y por encima en + .
7°) Continuidad. Discontinuidades:
a) La funcién es continua en su dominio por ser deriv able en
él:
x+1) 2 2(x+1)-x-(x+1 2.1
= 2 L ppge  20eDcbe) _
_2X242x-X 2-2x-1  x2-1  (x+1)-(x-1)
- X2 D 'CHE X2
b) La funcién presenta en x=0 una discontinuidad de s alto in-
finito (el estudio ya se ha hecho en el apartado an terior).
89 Signo de la derivada primera: 1
vax vin
00— F+—
/ 1 \ 0 \ 1 /1
99) Signo de la derivada segunda: 2
) - ., 2X-X 2-2x(x 2-1)  2x3-2x 34+2x 2
f0= o =KX= % =TT
- /J\ +
(%
T N
10° Tabla de valores:
X |y Clasificacion
-1 | 0 | Corte con OX y maximo
1 |4 Minimo
Grafica:
442
|
|
2+
|
|
. % L
' 1 1 2 '
1 Aplicamos aqui el criterio de la derivada primera y el criterio de la variacién del signo
de la derivada primera.
2 Aplicamos aqui el criterio de la derivada segunda y el criterio de la variacién del signo

de la derivada segunda.



