Curs02007-2008 DERIVADAS
30 de noviembre de 2007.

1) (1p) Demuestra la derivada de f(x)=sen X.
2) (1p) Enuncia el teorema de Rolle.
3) (1p) Define funcién convexa en un punto.

4) (1p) Calcula b y c para que la funcion f sea conti nua y deriva-
ble en x=0:

In(1+x)

X

x2+bx+c six <0
)= { si x>0

5) (1p) Deriva y simplifica la siguiente funcion:

1 1
y= ( - §j-arc sen \/x+ 5 \x-x 2

6) (1p) Halla:
~1- +Jcos x
im ————
Xx—0 X
7) (1p) ¢Cudl es el angulo del sector circular de per imetro P que
tiene area maxima?
8) (1p) Estudia la monotonia, los extremos, la concav idad, la con-
vexidad y los puntos de inflexion de y=(1+x 2).e X,

9) (2p) Estudia y representa la grafica de la funciéon

X?%+4
fx) =T3¢
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Ejercicio 4: Calcula b y ¢ para que la funcién f sea continua y de-
rivable en x=0:

x2+bx+c six <O

f(x)= In(1+ 1P
(x) n( XX) Si x>0 (1 PuNTO

* % *
Solucion:
1°) Sif es continua en x=0, entonces c=1:

« f(0)=c
X—> X X—> X—)(?
X< X<l X A

29 Sifes derivable en x=0, entonces b=-1/2:

. f(x)-f(0 . X2+bx+1-1 .
of _(0)= lim % Z lim ~————=lim_(x+b) =b
X9 X- X9 X X9
X< X< X<
In(1+x) 1
Lo 0 5 T x Tt g In(e)X 4
of L(0)= Ilim — x0 - lim — x - lim - xz -
50 50 50
1
fim —X S i STAX e L
X 2X B X9 2x(1+x) X9 2(1+x) ~
x> X X >
* * %
Otra forma de hacerlo es estudiar solo la derivada: 6
. f(x)-f(O . X2+bx+c-c .
of _(0)= lim %:nm —————=Iim_(x+b)= b
x—>é) X x—>6)
X< X< X<
In(1+x) 1
, - f(x)-(0) ) X © 5 Inl+x)ex 4, 1xC o
of L(0)=lim ———F—=lim ———— 21im > & iim ~——— 2
X—> - X9 X9 X X9 X
x> x> x> x>
, 1-c-cx l1-c ~ ) , 1-1-x . -1 -1
—|)|([II)§ 2X(1+X) =70 = 1-c=0 =>c=1 =f +(O)—||r)7('|_)§ 2X(1+X) —|)|(TII)§ 2(1+X) )
X> x> x>
Por tanto, b=-1/2; con lo que llegamos al mismo res ultado que an-
tes.
lva que, en x=0, In(1+x) ~X. Como sale la indeterminacion 0/0 (para obtenerla aplicamos al
numerador la regla del limite de la composicion), t ambién puede hacerse por L'Hopital.
2va que c=1.
3 Multiplicamos numerador y denominador por x.
4 como sale la expresion indeterminada 0/0, aplicamo s L'Hopital. Para obtener dicha inde-
terminacion hemos aplicado en el numerador la regla del limite de la composicion.
S Multiplicamos numerador y denominador por 1+x.
6 va gue la derivabilidad implica la continuidad.
7 si1c #0, este limite seria infinito. Pero es finito, ya q ue la funcién es derivable en

x=0.
-2-
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Ejercicio 5: Deriva y simplifica la siguiente funcion:
1 1
y= [x- 5 ]-arc sen [x+ 5 \[x-x 2 @ PUNTY
* % *
Solucion:

1 1 1 1-2x

. 1
y'= 1l-arc sen \/§+(X- f)m 2_\/§+§' 2.«/x-x 2~

—arc sen /xX +2x-1 1 N 1-2x
N 2 2.4[x-A[Tx  4-Alxx 27
=arc sen /X + 1 12X
B 4-\[x-x 2 4-[x-x 2"
2x-1+1-2Xx

=arc sen+\/x+——m/=—=—=arc sen /X
4. \[x-x 2 VX

Aunque el célculo realizado para obtener la derivad a carece de
sentido para x=0 y x=1, el resultado final es aplic able también para
ellos. En efecto, como la funcién f es continua en dichos puntos: 1

«f(0) 2f .(0)= lm f(x)= Ijm arc senx="0
x> X>

2

of(1)= 2f ()= Iim f(X)= |im arc senXx=" n/2
Xt X<t
Por tanto, f'(x)= arc sen ~/x y Dom(f)=Dom(f)=[0,1].

1 Es facil probarlo.
2va que Dom(f)=[0,1].
3 Para calcular este limite hemos aplicado la regla del limite de la composicion.
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Ejercicio 6: Halla:

lim 1 PUNT
X -0 X2 ( Q
* % *
Solucion:
im 1- 4Jcos X 4 im 1- cos X 2 \im X2/2 B
X0 X2 x50 x2-(1+ +[cos X) x50 x2-(1+ +[cos X)
=i L = 1 =1/4
x>0 2.(1+ 4fcos x) ~ 2:(1+ /1)
1 Multiplicamos numerador y denominador por el conju gado del numerador. También puede ha-
cerse por L'Hopital.
2va que, en x=0, 1-cos X ~X2/[2.
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Ejercicio 7: ¢,Cual es el angulo del sector circular de perimetr oP
gue tiene area maxima? (1 PuNTQ
* % *

Solucién:
Sea OAB el sector circular de angulo o, radio x y longitud de arco
y:
A
y X
o
B C

El area del sector tiene que ser maxima:

1
A:i.xy
Tenemos que expresar el area en funcion de una sola variable:
1 Px-2x 2
P=2x+ty = y=P-2x = A=35Xx(P-2X)= —% —
Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:
P-4x
A" =—5—=0 = P-4x=0 = 4x=P = x=P/4
Para aplicar el criterio de la derivada segunda, 1 derivamos de
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda en x=P/4:
-4

A'=5=2 = A"(P/4)=-2<0 — A es maxima en x=P/4

Por ultimo:

x=P/4 = vy=P-PI2=P[2 2 P[2= q-Pl4 = a=%=2 rad.

1 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.
2va que el arco es igual al angulo (medido en radia nes) por el radio.
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Ejercicio 8:

convexidad y los puntos de inflexion de y=(1+x

Solucioén:

* % *

a) Para estudiar la monotonia aplicamos el criterio d

primera:

Estudia la monotonia, los extremos, la concavidad,

2).e X

DERIVADAS
la
(1 Puntg

e la derivada

2x-e X +(1+x 2)-e *=(Xx 2+2x+1)-e *x=(x+1) 2-ex

Intervalos (- o,-1) -1,+ )
f'es + +
fes creciente creciente

Como la funcién f es continua en x=-1 (por ser deri
punto), entonces, por el criterio de la variaciéon d
derivada primera, la funcién es creciente también e

to, es creciente en R.

b) Para estudiar la curvatura aplicamos el criterio d

segunda:

2(x+1)-e

vable en dicho

el signo de la
n x=-1. Por tan-

X +(x+1) 2-e x=(2+x+1)(x+1)e
Intervalos (- ©-3) | (3-1 (-1,+ o)

f" es + - +
fes convexa | concava | convexa

Como la funcion f' es continua en x=-3 y x=-1 (por
en dichos puntos), entonces, por el criterio de la
signo de la derivada segunda,
en x=-3 y x=-1, de ordenadas respectivas y=10/e

e la derivada

x=(x+1)(x+3)e X

ser derivable
variacion del

1 la funcién tiene puntos de inflexion

1 El estudio de los puntos de inflexion puede hacers

da tercera.

3 ey=2/e.

e también con el criterio de la deriva-
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Ejercicio 9: Estudia y representa la gréfica de la funcion:
. X2H4
f(x)= % (2 PunTO3
* % *
Solucién:
1°) Dominio: (- ©,0) U(0,+ o).
29 Paridad: como el dominio es simétrico respecto del origen de
coordenadas, calculamos f(-x):
(-x) 2+4  x3+4
(0= S =- 2x =1
La funcion es impar.
39 Periodicidad: la funcion no es periddica.
49) Cortes con los ejes:
a) ConOX:y=0 = x 2+4=0 = no hay puntos de corte.
b) Con OY:como x #0, no hay puntos de corte.
59)  Signo de la funcién: 1
. 1, +
o7
6°) Asintotas y ramas parabdlicas:
a) Larecta x=0 es asintota vertical:
, , 244 4 ; i 244 4
lim )= lim “5—=g-= oo lim )= lim "5 =gz =+
20 20 =8 =0
b) La recta y=x/2 es asintota oblicua en - oyen+ o
Y . X244 o . X2 _ X _
K _)ll—rgoof(x)_ llrQ—)ioo 2x I)I(T)ioo 2x ~ )!—r>nioo 2- o0
e X)L ox244 5 0 o x2 1
M X 0 27 © KD 2x2 =M, 2712
. L X244 X\_, X?+4x2_ . 4
bfim f00ma  =fim [(5 5)=fim 5P —=fim =0
Posicion relativa:
¢ _X2+4 X _X?44-x2_ 4
)y =T2x 277 2x T 2x
Por tanto, como la diferencia es negativo en - o y positivo en + 0,

la funcién esté situada por debajo de la asintota e
en + oo,

n- ooy por encima

1 Hemos sefialado el origen para recordarnos que no p ertenece al dominio de la funcion.
2 va gquea otai;-x+a ,:X2+...+a:Xn~ap;xnen+ oyen- oo, También puede hacerse sacando factor co-
mun en numerador y denominador la respectiva maxima potencia de x, simplificando a conti-

nuacion. O aplicando L'Hopital.



7°) Continuidad. Discontinuidades:

a) La funcién es continua en su dominio por ser deriv able en
él:
X2+4 , 2X:2X-(X  2+4)2  4x2-2x 2-8
()= 2% =)= 4x2 =T axz T
_2x2%-8 2(x 2-4) x2-4 (x+2)(x-2)
T 4x2 T 4x2 T 2x2 T 2x2
b) La funcién presenta en x=0 una discontinuidad de s alto in-
finito (el estudio ya se ha hecho en el apartado an terior).
89 Signo de la derivada primera: 1
vax vin
+ || - A - || +
/ -2 A 6 a2 /
99) Signo de la derivada segunda: 2
N X2-4 wron 2X2X 2-(x 2-4)-4x  Ax3-4x %+16x 4
)= Zxz = 1= 4x3 =T axd X3
- f-l\ +
\|/
(o U
10° Tabla de valores:
x | y | Clasificaciéon
2 | -2 Maximo
2 |2 Minimo
Grafica:
1 Aplicamos aqui el criterio de la derivada primera y el criterio de la variacién del signo
de la derivada primera.
2 Aplicamos aqui el criterio de la derivada segunda y el criterio de la variacién del signo

de la derivada segunda.



