LIMITES LECCION 2
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1.- Funciones

Recordemos que una funcién f queda determinada si se conoce su re-
gla de transformacién lysu  dominio de definicién 2
f(x)=...
E{Dom(f)z...

Por tanto, dos funciones f y g son iguales si tiene n la misma re-
gla de transformacion y el mismo dominio:

{f(X)=g(X)
Dom(f)=Dom(g)

Si dos funciones f y g tienen la misma regla de tra nsformacion y
Dom(f) 5 Dom(g), se dice que f es una restriccion de g 0 que g es una
extension  de f. Asi, la funcion f(x)=x/x es una restriccion de la
funcién g(x)=1 (o g una extension de f), ya que se comportan igual y
Dom(f)=R-{0} y Dom(g)=R.

Se llama  grafica de f, y se denota por Graf(f), al conjunto de
puntos (x,y) tales que x ODom(f) e y=f(x).

Por ejemplo, las graficas de las funciones menciona das en el pé&-
rrafo anterior son:

1 B 1
O O
f(X)=x/x g(x)=1
2.- Limite de una funcion en + 00
Nos proponemos estudiar el comportamiento de una fu ncion f en + 00,
Dicho de otro modo, cuando la variable x toma valor es cada vez mas
! Dicha regla transforma cada valor de x (la variabl e independiente) en un Unico valor de y
Sla variable dependiente): f(x)=y.
Conjunto de los valores que puede tomar la variabl e independiente. Se denota por Dom(f).

Cuando no se especifique el dominio de una funcién cuya regla de transformacion se nos da,
se supondra definida en su dominio maximo , es decir, alli donde dicha regla tenga sentido.
Por ejemplo, el dominio de f(x)=x 2, sin mas datos, es R (los nUmeros reales).
3 Este simbolo se lee “esta contenido en” 0 “es un s ubconjunto de”.
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grandes y tan grandes como gqueramos, esto es, cuand oX tiende a+ oo,
¢qué sucede con la variable y?, ¢a qué tiende ? Vamos a estudiar esas
tendencias utilizando sucesiones.

Si X 1, X 2, X 3,... €S Una sucesion contenida en Dom(f), es evidente

que la sucesion f(x 1), f(x  2),f(x 3),... estd contenida Len Im(f).
Pues bien, consideremos todas las sucesiones X 1, X 2, X 3,... conteni-
das en Dom(f) que tienden a + 0, ¢Qué sucede con las sucesiones
f(x 1), f(x  2),f(x  3),...7
Veamos los distintos casos posibles con algunos eje mplos senci-
llos.
1°) Hay funciones cuyo dominio no contiene ninguna suc esion que
tiendaa+ . La funcion f(x)=arc sen x es un ejemplo:
w2 | :
-1
| 01
"""""" - 102
En estos casos diremos que no tiene sentido plantear el limite de
la funcion en + co,
29 La funcion f(x)=1 transforma todas las sucesiones contenidas
en su dominio que tienden a + o en sucesiones que tienden a 1:
Dom(f) Im(f)
X1 | f(x 1)=1 1
X2 f(x 2)=1
X3 f(x 3)=1
" ( ) O
l l
+0co 1
En este caso diremos que el limite de la funcién f en + owesl |y
lo indicaremos 2 asi:
)!lmoo f(x)=1
39 La funcién f(x)=x transforma todas las sucesiones contenidas
en su dominio que tienden a + o en sucesiones que tienden a + 00;
1La imagen de la funcién f, que se denota por Im(f), es el conjunto de los valores que to-
ma la variable dependiente. Dada la funcién f, esto es, dada su regla de transformacioén y
su dominio, el conjunto Im(f) queda determinado. As i, la funcién f(x)=x 2 con Dom(f)=(2,3]
tiene por imagen Im(f)=(4,9].
2 Observa que esta notacion recoge de alguna manera la informacion mas relevante: el simbo-
lox -+ se refiere a las sucesiones (x n) que tienden a + 0; y la expresion lim f(x)=1 indica
gue entonces las sucesiones (f(x n)) tienden a 1.
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Dom(f) Im(f)
X1 f(X 1):X 1
X2 f(x 2)=x 2
X3 f(X 3):X 3
! !
+o00 +o00

En este caso diremos que el limite de la funcién f en + wes+ oy
lo indicaremos asi:
i =+ oo
)!lmm f(x)
4°)  La funcion f(x)=-x transforma todas las sucesiones contenidas
en su dominio que tienden a + o en sucesiones que tienden a - 00;
Dom(f) Im(f)
X1 f(X 1):-X 1
X2 f(x 2)=-Xx 2
X f(x 3)=-x
3 ( 3) 3 e}
! !
+o00 - 00
En este caso diremos que el limite de la funcion f en + wes- oYy
lo indicaremos asi:
] o
fim_ 169
59 Por ultimo, la siguiente funcion no transforma tod as las suce-

siones contenidas en su dominio que tienden a +
tienen el mismo limite (Z es el conjunto de los num

0 six 0Oz
1= {1 six 0z
En efecto:

Dom(f) Im(f)

1 f(1)=0

2 f(2)=0

3 f(3)=0

! !

+o00 0

00 en sucesiones que
eros enteros):

1
—O—O——O—O—O—
2 -1 01 2

Dom(f) Im(f)
1,5 f(1,5)=1
2,5 f(2,5)=1
3,5 f(3,5)=1
! !
+00 1




O si se prefiere:

Dom(f) Im(f)
1 f(1)=0
15 f(1,5)=1
2 f(2)=0

2,5 f(2,5)=1
! )
+00 oscilante

En este caso diremos que no existe el limite de la funcion en + 0o,
* % %
Resumiendo, vemos que solo se pueden presentar tres casos:
Casos Caracterizacion

No tiene sentido
plantear el limite

defen+ o

Si Dom(f) no contiene ninguna
sucesién que tienda a + 00

Si la funcién f transforma todas

El limite las sucesiones contenidas en Dom(f)
defen+ oweslL que tienden a + o en sucesiones
que tienden a L

Si la funcién f no transforma todas

No existe el limite las sucesiones contenidas en Dom(f)
defen+ o que tienden a + 0o en sucesiones

gue tienen el mismo limite

En la segunda linea de la tabla, que aparece remarc ada, se esta-
blece la definicion de limite de una funcion f en + . Como hemos
visto en los ejemplos, L puede ser un nimero real, +0 0 - oo,

3.- Limite de una funcion en - 00

Las mismas consideraciones pueden hacerse en - o, pero no merece la
pena repetirlas. Tan solo interesa una cuestion de interés practico.

Si las funciones f y g son simétricas respecto del eje OY, es evi-
dente que g(x)=f(-x):

Graf(f) <-—e. | Graf(g)
X £ 0 \ X

Resulta entonces que el limite de la funcién f en - co coincide con

el limite de la funcién g en + 0. Y como g(x)=f(-x), puede utilizarse
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la siguiente formula:

XI| m c)of(x): |Ir1(1_’ +wf(—x)

4 .- Problemas

1) Define limite de una funcion en - 0,

2) Prueba que el limite de f(x)=k, tanto en + o comoen- oo, esk.

3) Prueba que el limite de f(x)=x en + ©oes+ oc;yen- o, - oo,

4) Da un ejemplo de funcion que no tenga Ylimite en + 0,

5) Demuestra que las funciones sen, cos, tg, cosec, S ec y ctg no

tienen limite en el infinito.

6) En los siguientes casos, ¢tiene sentido plantear e | limite de la
funcion f en - 007?:

a) fx)=In x b) f(x)=arc sen x

2+X
c) f(x)=arc cos x d) fx)=In T3~
+

e) f(x)=arc  sen % ) )= X3x2
7) Dibuja la grafica de una funcidn que verifique los limites indi-
cados:

a) |>I(r11_ oof(x):f:’»y lim Xﬁm1‘(x):+ 00 b) |>I(r11_ c)of(x):- oy Il&n#oof(x):o

C) |)I(I’D oof(x):+ 0oy lem#oof(x):- 00 d) |)I(I’D oof(x):O y lim X#mf(x):z
8) A la vista de sus graficas (o con la calculadora) indica los li-
mites en el infinito ( *00) de las siguientes funciones:

a) y=In x b) y=e x c) y=arc cosec x d) (1/3) x

e) y=arc sec X f) y=arc tg X g) y=arc ctg X h) log 13X
9) Sif(x)>0 0x, ¢,puede ser negativo el limite de fen + 0? Y 0?
10) Seanf, gy h tres funciones 2 tales que f(x) <g(x) <h(x) [Ox. Siel
limite de fen + o es el numero real L y el de h también es L, ¢cual

es el de g? Justificalo graficamente.

11) Sean fy g dos funciones 3 tales que f(x) <g(x) [Ox. Si el limite
defen+ oes+ o, scualeseldeg? Y sieldegen+ o0 es- oo, ¢cual
es el de f? Justificalo graficamente.

1 Que no exista.
2Estaesla regla del sandwich .
3 Esta propiedad es un caso especial de la regla del sandwich.



